前 言 


初等 数论 是 研究 整数 性 质 的 一 个 数论 分 支 , 它 是 数学 中 历史 
悠久 的 分 支 之 一 。 早 在 公元 前 3 所 纪 , 古 希腊 数学 家 欧 几 里 德 
《Euclid) 就 已 证 明了 猜想 “有 无 穷 多 个 素数 存在 "的 正确 性 。 我 
古代 的 《孙子 算 经 》 中 给 出 了 求解 一 次 同 余 式 组 的 算法 一 一 孙子 定 
理 , 亦 称 中 国 剩余 定理 。1801 年 ,数学 家 高 斯 (Gauss) 在 其 著作 
《算术 研究 ) 中 首先 提出 了 二 次 互 反 律 \ 原 根 存 在 的 充分 必要 条 件 
等 重要 结果 ,并 对 同 余 理论 做 了 较为 系统 的 研究 。 通 常 ,高 斯 的 这 
一 名 著 被 认为 是 数论 作为 数学 的 一 个 独立 分 支 的 标志 。 

古老 悠久 的 数论 在 数学 发 展 史 中 占据 着 不 容 忽视 的 一 页 ,不 
少 重大 数论 课题 的 研究 都 创造 了 极其 深刻 的 新 的 方法 ,甚至 促进 
着 新 的 数学 分 支 的 发 展 。 例 如 对 不 定 方程 和 高 次 互 反 律 的 研究 促 
进 了 代数 数论 与 类 域 论 的 发 展 。20 世纪 以 来 ,人 们 惊喜 地 发 现 ; 
初等 数论 在 当代 计算 机 科学 .组合 数学 、 代 数 编码 .信号 的 数字 处 
理 等 科学 技术 领域 得 到 了 极其 广泛 的 应 用 。 时 至 今日 ,这 一 古老 
学 科 的 底蕴 仍然 洋溢 着 诱 人 的 青春 活力 。 

初等 数论 是 一 门 十 分 重要 的 基础 课 。 它 不 仅 应 该 是 高 等 师范 
院 校 数学 专业 ,大 学 数学 各 专业 的 必修 课 ,而 且 也 是 计算 机 科学 等 
许多 相关 专业 所 需要 的 课程 。 初 等 数论 在 离散 数学 以 及 计算 机 科 
学 等 诸多 学 科 中 所 起 的 日 益 明显 的 重要 作用 绝 非 偶然 。 事 实 上 ， 
近代 数学 中 许多 重要 思想 、 概 念 、 方 法 与 技巧 都 源 于 对 整数 性 质 的 
深入 研究 而 不 断 丰 富 和 发 展 起 来 的 。 学 习 初 等 数论 不 仅 可 以 掌握 
它 的 基本 观点 内 容 和 方法 ,还 可 以 从 中 领悟 某 些 近 代数 学 思想 与 
方法 的 背景 。 
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“数学 是 思维 的 体操 ” ,初等 数论 是 一 门 绝 好 的 思维 训练 课程 ， 
出 于 学 习 初等 数论 不 需要 更 多 的 预备 知识 ,因此 学 习 者 主要 应 学 
习 理 论 并 用 以 解决 一 些 难度 较 大 的 问题 。 思 维 是 智力 与 能 力 的 核 
心 ,初等 数论 为 学 习 者 提供 了 开发 智力 与 增长 能 力 的 系统 素材 , 它 
不 失 为 一 门 思维 训练 课程 。 被 誉 为 世界 青年 智能 大 赛 "的 国际 数 
学 奥林匹克 (IMO) 的 试题 中 ,数论 或 与 数论 相关 的 试题 点 总 试题 
的 40% 左 右 , 这 个 结果 恰好 支持 了 我 们 的 观点 。 
正 基于 此 , 自 1988 年 以 来 ,我 为 我 的 三 个 不 同 专业 方向 的 六 
属 硕士 研究 生 都 开设 了 “数论 基础 "课程 。“ 数 论 基 础 "在 理论 上 保 
持 了 初等 数论 的 主体 结构 ,在 内 容 上 加 大 了 思维 训练 的 强度 。 与 
通常 的 大 学 本 科 的 “初等 数论 "不 同 的 是 在 “数论 基础 "中 直接 引用 
了 IMO 或 世界 各 国 的 数学 奥林匹克 试题 。 希 望 这 样 的 课程 设计 
更 能 适应 高 等 师范 院 校 的 研究 生 与 本 科 生 的 需求 。 

全 书 共 分 七 章 。 第 一 章 重点 介绍 初等 数论 的 基础 一 整除 理 
论 。 为 使 读者 对 整数 有 一 个 清楚 、 正 确 的 认识 ,本 章 引 入 时 介绍 了 
自然 数 的 基数 理论 与 序数 理论 。 第 二 章 介绍 初等 数论 发 生 、 发 展 
的 原始 方法 一 一 带 余 除 法 与 算术 基本 定理 。 第 三 章 介绍 高 斯 函数 
[x], {x} 的 基本 性 质 与 相应 的 技巧 与 方法 。 第 四 章 不 定 方程 与 第 
五 章 同 余 的 理论 与 应 用 是 初等 数论 的 最 基本 的 内 容 。 第 六 章 欧 拉 
定理 与 威尔逊 定理 介绍 了 有 关 定 理 在 二 次 同 余 方面 的 应 用 。 第 七 
章 专题 选 讲 重点 介绍 有 关 基本 概念 ,方法 的 引伸 与 拓 广 。 全 书 注 
意 到 奥林匹克 数学 的 理论 与 实践 的 结合 ,适当 地 引入 了 数论 的 概 
念 方法 在 数学 奥 林 号 克 领 域 的 应 用 。 

作为 “奥林匹克 数学 的 理论 与 实践 "方向 的 硕士 课程 建设 , 初 
始 的 讲稿 历经 几 届 学 生 的 整理 .研讨 与 反复 修改 ,初步 形成 了 一 定 
的 体系 。 其 中 , 鲍 获 谊 整理 了 前 五 章 的 讲稿 , 王 蓓 演算 ,核实 了 前 
五 章 的 全 部 习题 , 愧 斯 杰 负 责 初 稿 的 部 分 章 , 节 的 审定 与 修改 , 李 
景 华 , 顿 继 安 的 硕士 论文 充实 了 第 七 章 的 部 分 内 容 。 数 论 基 础 的 
初稿 分 别 由 侈 斯 杰 、 鲍 敬 人 这 、 王 车 、 兰 英 , 李 景 华 , 顿 继 安 各 主持 一 
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章 的 研讨 与 修改 ,最 后 由 我 终审 .定稿 。 

尽管 我 们 的 工作 是 努力 的 ,数论 基础 课程 的 设计 尚 有 -- 定 的 
新 意 。 但 我 们 深 知 就 我 们 的 力量 及 短 短 十 余年 的 时 间 , 要 使 教材 
达到 预期 的 目标 是 很 难 的 。 为 适应 当前 教学 的 需要 , 权 抛 “数论 基 
础 "为 砖 ,期 待 更 多 的 “ 腰 玉 "问世 。 

本 书 可 作为 高 等 学 校 教师 .研究 生 、 学 生 的 教学 参考 用 书 , 也 
可 作为 中 ,小 学 教师 继续 教育 与 进修 提高 的 指导 用 节 。 

感谢 诸多 同仁 对 本 书 内 容 的 建议 与 指导 ,感谢 北京 科技 出 版 
社 领导 及 刘 长 梅 编辑 为 本 书 出 版 付出 的 辛勤 劳动 。 


张 君 达 
2002 年 6 月 1 日 
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81 自然数 


1.1 自然 数 与 整数 

自然 数 具有 两 方面 的 意义 ,一 表示 数量 (多 少 个 ) ,一 表示 次 序 
(第 几 个 )。 基 数理 论 与 序数 理论 就 是 由 此 而 抽象 出 来 的 两 种 主要 
的 自然 数理 论 。 

1. 基数 理论 

基数 理论 是 通过 集合 与 映射 等 概念 建立 起 来 的 自然 数理 论 ， 
对 有 限 集 来 说 ,等 价 集合 的 共 局 特征 是 它们 的 元 素 个 数 相同 ,可 以 
利用 这 一 共同 特征 的 集合 进行 分 类 , 凡 等 价 集合 都 归 人 -- 类 ,用 一 
个 符号 表示 它 。 据 此 ,采用 集合 论 的 观点 可 以 给 出 自然 数 的 定义 。 

定义 1.1 ”一 切 等 价 集合 的 共同 特征 册 做 基数 

定义 1.2 非 空 有 限 集合 的 基数 叫做 自然 数 

若 认 为 自然 数 包括 等 , 则 可 不 加 “ 非 空 条件, 在 此 基础 上 ,可 
以 进 -- 步 给 出 自然 数 集合 的 大 小 关系 .加 法 运算 和 莱 法 运算 。 

定义 1.3 ” 设 ( 非 空 ) 有 限 集合 A 和 B 的 基数 分 别 是 a 和 


当 

(1) A~B 时 , 则 说 a 等 于 , 记 作 a -6; 

(2) A 一 BOB, 则 说 a 小 于 5, 记 作 a<6; 

(3) A 沪 A' ~B, 则 说 a 大 于 45, 记 作 a>6。 

定义 1.4 设 4AnB=gAUB=C, 如 果 ( 非 空 ) 有 限 集合 
AA、B.C 的 基数 分 别 是 ac, 则 把 c 叫做 a 与 5 的 和 , 记 作 c=a 
+b,a 和 叫做 加 数 , 求 两 数 和 的 运算 叫做 加 法 。 

定义 1.5 设 b 个 ( 非 空 ) 有 限 集 Al、Az…… As 的 基数 都 是 
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4 上 有 和 站 AgISi<7 委 ,如 果 AiUA2U… U4A -ce, 则 
称 集合 。 的 基数 c 为 a 与 5 的 积 , 记 作 a X65 =c,a 叫做 被 乘 数 ,2 
叫做 乘 数 。 求 黄 数 积 的 运算 叫做 乘法 。 

在 此 基础 上 , 先 利 用 集合 的 知识 论证 和 与 积 在 白 然 数 集中 存 
在 且 叭 一 ,以 及 基本 运算 定律 和 基本 顺序 律 成 立 , 然 后 再 利用 逆 运 
算 来 定义 减法 与 除法 。 在 自然 数 集中 讨论 减法 与 除法 可 以 实施 的 
条 件 是 必要 的 ,至 于 四 则 运算 的 其 它 性 质 则 可 以 用 逻辑 推理 的 方 
法 给 出 。 这 样 ,可 以 建立 并 逐渐 完善 自然 数 基数 理论 系统 。 

2. 序数 理论 

序数 理论 是 采用 公理 化 方法 建立 起 来 的 自然 数理 论 。 它 从 两 
个 原理 概念 :集合 与 后 继 以 及 四 条 公理 出 发 ,确立 多 种 命题 ,从 而 
建立 自然 数 的 理论 系统 。 

定义 1.6 任何 一 个 非 空 集合 N 的 元 素 叫 做 白 然 数 ,车 在 NN 
中 的 某 些 元 素 问 有 一 个 基本 关系 “后继 "( 记 为 “”) , 旦 满足 下 列 公 
理 


《D 存在 一 个 元 素 , 记 作 上 , 它 不 后 继 于 任何 元 素 ( 即 1€ N， 
且 若 a EN, 则 a' 冯 1) 
(2) 对 任何 元 素 a ,有 且 仪 有 一 个 后 继 元 素 a ( 即 着 a =65, 则 
a'=b), 
(3) 除 1 以 外 ,任何 一 个 元 素 仅 能 是 一 个 元 案 的 后 继 元 素 ( 即 
车 a =6 , 则 a=5) 
《4) (归纳 公理 ) 若 N 的 任 一 子 集 M ,满足 条 件 : 
D1EM 
回 每 当 kE M ,就 有 EM, 那么 M 含有 一 切 自然 数 - 
自然 数 定义 的 四 个 公理 中 ,前 三 个 公理 的 论断 是 很 明显 的 , 公 
理 4 通常 称 为 归纳 公理 ,由 此 可 以 导出 一 个 重要 的 证 明 方法 一 一 
数学 归纳 法 。 
应 用 公理 化 的 方法 还 可 以 定义 自然 数 的 加 法 和 乘法 。 
定义 1.7 在 自然 数 集中 ,运算 “+ "叫做 自然 数 的 加 法 ,应 满 
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是 : 
(1) 对 任何 自然 数 a, 有 a+1=a” 
(2) 对 任何 自然 数 a 和 454, 有 a+64 =(a+6)'; 数 a 和 6 叫做 
加 数 ,面相 加 的 结果 e+ 已 称 为 和 。 
定义 1.8 在 白 然 数 集中 ,运算 “… 叫 做 白 然 数 的 乘法 ,应 满 
足 : 
《1) 对 任何 自然 数 a, 有 a'1=a; 
(2) 对 任何 自然 数 a 和 5b, 有 a'b a6+a, 数 a 叫做 被 乘 
数 , 数 少 叫做 乘 数 ,而 相 乘 的 结果 s .2 叫做 积 。 
定义 1.9 设 < 必 是 自然 数 , 若 存 在 一 个 自然 数 直 ,使 <= 如 
+ 下 成 立 , 则 说 e 大 于 2 , 记 作 a>6; 或 者 说 6 小 于 4, 记 作 5b<a。 
由 此 可 论证 关于 自然 数 的 基本 顺序 定律 是 成 立 的 ,再 从 逆 运 
算 的 角度 引入 减法 与 除法 及 其 相应 的 性 质 与 运算 定律 ,那么 自然 
数 的 序数 理论 系统 就 相应 建立 并 趋 于 完善 。 
基数 理论 与 序数 囊 论 从 了 蚌 个 不 同 侧 而 刻画 了 自然 数 的 意义 ， 
并 建立 了 统一 的 运算 法 则 。 
自然 数 又 叫 正 整数 , 正 整数 .0 和 负 整 数 统称 为 整数 ,通常 用 
Z 表示 整数 集 , N 或 Z 表示 自然 数 集 , 全 体 整 数 对 加 法 构成 了 一 
个 Abel 群 一 一 (Z, + ,0), 即 满足 下 列 性 质 ; 
{1) Ya,bEZ, 有 atbEZ 
(2) 结合 律 :(a +6)+c=at(btc)abcEZ 
(3) 交换 律 :a +6=b+a, aoEZ 
{4) 有 单位 元 0:a +0=a, a&€Z 
(5) Ya&€2Z,36E2, 使 得 a +65=0,6 即 为 4 的 逆 元 , 记 作 
aa 
同时 ,整数 集 对 乘法 运算 封闭 . 即 Ya.5EZ,axpEZ, 但 a 
二 不 一 定 属于 Z ,乘法 常 简 记 为 < -5 或 8g。 乘 法 运算 满足 以 下 
性 质 : 
(1) 结合 律 :(ab)c=a(bc) 


《2) 交换 律 :ab = ba 

{3) 分 配 律 :(a + 5)e=ac+t bc 

(4) YaEZ, 存 在 单位 元 1 使 :1=a 

由 以 上 性 质 可 知 (Z, + ,0.1) 构 成 一 个 可 换 群 。 

1.2 最 小 数 原理 

定理 1.1 《最 小 数 原理 ) :任意 一 个 自然 数 的 非 空子 集中 , 必 
有 一 个 最 小 数 存在 。 

证 明 : 分 两 种 情况 讨论 , 即 这 个 集合 为 有 限 集 或 无 限 集 。 

(1) 若 这 个 集合 为 有 限 集 , 则 根据 基数 理论 或 序数 理论 ,任何 
两 个 自然 数 都 可 比 大 小 ,因此 一 定 存 在 最 小 数 ,从 而 结论 成 立 。 

(2) 车 这 个 集合 为 无 限 集 , 设 为 N, 则 对 YmEN, 从 1 到 m 
共有 wm 个 自然 数 , 即 N 中 不 超过 m 的 数 最 多 有 m 个 。 由 于 mm 
是 有 限 数 ,所 以 其 中 必 有 一 个 最 小 数 , 记 为 hn。 有 对 于 N 中 不 超 
过 m 的 数 来 说 是 最 小 的 ,而 N 中 其 余 的 数 都 大 于 m ,因而 也 大 于 
hh。 内 此 ,4h 就 是 N 中 的 最 小 数 。 

最 小 数 诛 理 对 正 有 理 数 、 下 实 数 并 不 适用 , 它 是 自然 数 集 的 一 
个 重要 性 质 ,同时 也 是 数学 归纳 法 的 理论 依据 。 

运用 最 小 数 原理 不 难得 到 最 大 数 原理 : 

定理 1.2 《最 大 数 原理 ) : 设 M 是 的 非 空子 集 , 若 M 有 工 
界 ( 即 存在 一 个 整数 a ,使 得 对 Y mE M 都 有 xm 近 c) ,那么 - 定 存 
在 moE M ,使 得 对 ¥Y mE M 都 有 mw 所 m0, 即 xo 是 AM 中 的 最 大 
白 然 数 。 

证 明 :考虑 中 所 有 这 样 的 自然 数 t 组 成 的 集合 T= [1 | 对 Ym 
EM, 有 mm 所 ti。 由 已 知 条 件 可 得 aE 全 ,说 明 全 非 空 ,于 是 由 最 
小 数 原理 知 ,集合 中 有 最 小 数 o 存在 。 

下 证 foE M。 车 to€ M, 则 对 任意 mx€ M, 有 mx< 吉 ,所 以 
ht0 一 1, 这 说 明 to -1€ 了 ,这 与 z 的 最 小 性 芳 盾 。 

由 wwET 且 to€M, 从 而 对 ¥ mE€ M ,都 有 ms 达 t;, 故 取 加 = 
ma0, 即 mo 是 M 中 最 大 的 自然 数 。 
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运用 最 小 数 原理 还 可 以 证 明 常用 的 数学 归纳 法 。 

定理 1.3 (数学 归纳 法 原理 ): 设 有 一 个 与 自然 数 x» 有关 的 
命题 P(n) ,如果 

(1) 当 交 =1 时 ,P(z) 成 立 。 . 

(2) 假设 当 n= 时 ,PCn) 成 立 , 则 当 n=k&+1 上 时 Pl(n) 也 
成 立 。 

那么 对 一 切 自 然 数 x, P(n) 成 立 。 

证 明 : 假 设 P(z) 不 对 一 切 自 然 数 都 成 立 。 令 N 表示 使 P 
(xn) 不 成 立 的 自然 数 所 组 成 的 集合 , 则 Ns$ ,根据 最 小 数 源 理 ,N 
中 存在 一 个 最 小 数 h。 且 所 1( 否 则 与 条 件 (1) 矛 盾 ), 因 此 一 1 
是 一 个 自然 数 。 因 为 疡 是 N 中 最 小 的 ,从 而 疡 -1EN, 此 即 P 
(nn) 对 -1 成 立 ;但 有 EN 放 Pln) 对 不成立, 这 与 条 件 (2) 矛 
盾 , 故 P(n) 对 一切 自然 数 ”都 成 立 。 

例 1 (第 二 数学 归纳 法 原理 ) 设 有 一 个 与 自然 数 x 有 关 的 命 
题 P(n), 如 果 

《1) 当 n=1 时 ,Pln) 成 立 。 

(2) 假设 当 nn<& 时 ,P(a) 成 立 , 则 当 ?= 大 时 Pa) 也 成 立 

那么 对 一 切 自然 数 n ,P(n) 总 成 立 。 

证 骨 ( 反 证 法 ): 反 设 定理 不 成 立 , 并 设 本 是 P(n ) 不 成 立 的 
所 有 自然 数组 成 的 集合 ,了 非 空 。 由 最 小 数 原理 知 集合 了 中 必 有 
最 小 自然 数 存在 。 由 于 已 ( 切 成 立 ,所 以 to>1, 对 任意 n€N， 
当 mn<to 时 , 据 丁 的 定义 知 必然 有 P(xn) 成 立 ,由 条 件 (2) 知 , 必 有 
当 w=to 时 ,P(to) 也 成 立 ,这 说 明 zaE 工 ,矛盾 。 

如 果 某 一 命题 不 是 与 所 有 自然 数 有 关 的 命题 ,而 是 与 从 &o 
(ko 之 1) 开 始 的 自然 数 有 关 , 只 须 把 数学 归纳 原理 改 为 : 

{1) 当 #= = 如 时 ,PCko) 成 立 。 

《2) 假设 当 n = 色 ( 实 0) 时 ,P(xn) 成 立 , 则 当 n= 二 + 二 时 ， 
P(n) 也 成 立 。 

那么 对 一 切 不 小 于 &o 的 自然 数 x , P(n) 都 成 立 。 


例 2 用 数学 归纳 法 证 明 : 当 z 之 2 时， 


4” < (2n ! 
ntl ~ (nl) 


证 明 ;(1) 当 %<2 时 ,由 于 芭 < 借 , 放 不 等 式 显 然 成 立 。 


(2) 假设 当 := (AZ>2) 时 ,不 等 式 成 立 , 即 


和 2 
E+1 {Rk!)? 


易 证 A(R+1) <2(2R+1)(k+2) 

4(R+1) 2(k+1)(2kR+1 
故 0 

+ 1 + 十 
因此 
__ (2k+2)! 
[CR+1)1 
即 ， tl 2k +2)! 
. k+2 [CR+1)IY 

这 说 明 当 =&+ 1 时 ,不 等 式 也 成 立 。 

根据 (1)(2) 知 不 等 式 当 n 实 2 时 均 成 立 。 

例 3 设 有 2” 个 球 分 成 了 许多 堆 , 我 们 可 以 任意 选择 甲乙 
两 堆 按 以 下 规则 进行 挪动 : 若 甲 堆 的 球 数 p 不 少 于 乙 堆 的 球 数 g， 
则 从 甲 堆 拿 g 个 球 放 至 乙 堆 , 称 为 一 次 挪动 ,证 明 可 以 经 过 有 限 
次 挪动 把 所 有 的 球 合并 成 一 堆 。 

证 明 :(1) 当 =”=T 时 ,只 有 两 个 球 。 若 这 两 个 球 在 一 堆 , 则 命 
题 成 立 ; 若 不 在 一 堆 , 则 需 挪动 一 次 即 可 。 

(2) 假设 a = 时 ,命题 成 立 , 即 2 个 球 经 过 有 限 次 挪动 可 合 
并 成 一 堆 。 现 证 x = 有 +1 时 ,2:*! 个 球 的 命题 也 成 立 。 

2*11 个 球 分 成 的 各 堆 球 数 或 奇 或 伪 , 而 奇数 个 球 的 堆 数 必 为 
偶数 ,否则 总 球 数 将 是 奇数 , 现 把 个 数 为 奇数 的 堆 两 两 配对 ,每 两 
堆 挪 动 一 次 ,就 会 使 多 堆 的 球 数 变 为 偶数 ,这 样 每 一 堆 都 变 成 偶数 
个 球 。 于 是 设想 把 每 两 个 球 粘 在 一 起 看 成 一 个 大 球 ,这 时 就 把 
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2 +! 个 球 变 成 了 2 个 大 球 , 申 归 纳 假设 这 2 个 球 可 挪 成 一 堆 。 
这 就 说 明 一 &+1 时 ,命题 也 成 立 。 

由 (1)(2) 知 ,命题 对 YE N 都 成 立 。 
1.3 钥 敌 原理 

名 逢 原理 最 早 来 源 于 这 样 一 个 事实 :将 一 群 钵 子 放 人 到 一 些 
笼子 中 ,已 知 笔 子 的 数量 小 于 全 子 的 数量 , 则 必 有 一 个 乱 子 中 有 两 
只 或 两 只 以 上 的 鸽子 。 钢 笼 原理 最 早 是 由 德国 数学 家 狄 利克 雷 明 
确 提 出 来 的 ,因此 又 叫 狄 利克 雷 原 理 , 也 称 抽 层 原理 。 

定理 1.4 镶 第 原理 : 设 有 z 个 集合 A1、A2、…A, ,m 个 元 素 


Qazwams 其 中 Ai 站 A;= $i 二 站, 吕 A;=1ar,a2…,aml, 则 
必 有 一 个 集合 至 少 含有 个 元 素 , 其 中 
有 吾 为 整数 
K= 


[ta]+1 如 不 为 整数 


其 中 [ 畔 ] 表 示 为 不 超过 归 的 最 大 整数 

用 反 证 法 容易 得 到 证 骨 ,在 此 略 去 。 

特别 地 : 当 m = n+ 1 时 ,一 般 称 为 鲍 敌 原理 1: n+ 1 个 物体 放 
入 到 个 抽 尾 中 , 则 无 论 怎么 放 , 必 有 一 个 抽 屋 中 至 少 有 两 件 物体 。 

当 m= 驻 +1 时 ,一 般 称 为 钢笔 原理 T : mr + 1 个 物体 放 入 到 
个 抽 必 里, 则 无 论 怎么 放 必 有 一 个 抽 居 里 至 少 有 r+1 件 物体 。 

例 1 已 知 整数 a,a2,…,aio, 求 证 必 存 在 一 个 非 0 整数 组 (x ， 
zz,…,t), 合 得 对 所 有 的 aiE 1 一 1.0,1, 和 式 呈 ro 被 1001 整除 。 

证 明 ;考虑 形 如 g = 总 za;, zi€ 10,1| 的 数 ,这 样 的 数 共 有 
2"m-1=1023>1001, 由 铝 笼 原理 知 , 必 有 两 个 数 被 1001 除 可 得 
的 余数 相等 ,而 这 两 个 数 的 差 被 1001 整除 ,其 差 仍然 形 如 党 x,， 


了 


且 关 后 1 一 10,11 

例 2 -个 旅馆 有 90 个 房间 , 住 有 100 各 旅客 ,如果 每 次 都 恰 
有 90 名 客人 同时 回来 。 证 明 至 少 要 准备 990 把 钥匙 分 给 这 100 名 
客人 ,才能 保证 使 得 每 次 客人 回来 时 ,每 个 客人 都 能 用 自己 分 到 的 
铀 匙 打 井 一 个 房间 住 进 去 ;并 用 吉 免 发 生 卫 人 住 进 同一 个 房 问 。 

证 明 : 如 果 钥 匙 数 少 于 990; 则 由 够 逢 原理 知 90 个 房间 至 少 


有 一 个 房间 的 铀 十 数 小 于 2 三 11。 当 持 有 这 个 房间 钥匙 的 客人 
(至 多 10 人 ) 都 未 回来 时 ,此 房间 就 打 不 开 , 这 样 90 个 人 无 论 如 何 
也 不 能 按 所 要 求 的 方式 在 这 89 个 房间 内 住 下 来 。 

另外 , 当 铀 匙 数 为 990 时 ,就 可 以 按 所 要 求 的 方式 住 下 来 ,这 
只 须 把 90 把 不 同 钥匙 分 给 90 个 人 , 剩 下 10 人 每 人 拿 90 把 钥匙 
《每 一 个 房间 一 把 ) ,那么 任何 99 人 返回 时 ,都 能 按 要 求 住 进 房间 。 

例 3 任意 给 定 一 个 n?+1 项 的 实数 列 ,a1,a2,*…, ani116 
证 明 : 可 以 从 中 选 出 n+1 项 单调 递增 或 递减 的 子 数列 。 

证 明 : 在 实数 列 a1,42,…,aw*,1 中 ,对 每 一 个 a;, 从 它 开始 向 
右 寻 找 能 构成 递增 子 列 的 那些 项 ,把 其 中 最 长 的 递增 子 列 的 长 度 
记 为 点 , 则 相应 地 有 两 个 数列 。 


102 ntl 


2 tntl 

如 果 已 有 某 个 志 写 xn +1, 则 必 可 以 从 a ,ar+1,…,an?+1 中 选 
出 长 为 n+1 的 递增 子 列 ; 如 果 所 有 的 &; 均 小 于 n+1, 故 #; 只 能 
至 多 取 值 为 以 下 几 种 情况 之 一 :1,2,3,…, ,但 共有 mn?+1 个 元 
素 所, 由 的 第 原理 知 必 有 n +1 个 数 相同 。 设 这 n +1 个 数 为 ts 
二 1 二 其 中 TSA< 有 2 区 < 各 :1 鹤 寻 +1, 其 对 应 的 
ak 042 44m i1 必 然 满 足 al 六 ae 之 … 交 ait 否则 若 当 &; < 名 
时 ,有 ar<<as, 则 就 有 红云 区 ,这 与 共 = 约 在 导 。 由 此 可 知 一 定 
存在 n +1 个 元 素 单调 递减 子 列 。 


练 习 一 


1. 由 数学 归纳 法 原理 推出 最 小 数 原理 。 

2. 设 了 足 由 一 些 整数 组 成 的 集合 ,车 工 有 下 界 ( 邯 存 在 a€ 
ZZ, 使 得 对 YtET, 有 :人 ae) ,那么 必 存 在 tv€ 14, 使 对 所 有 4E 工 ， 
都 有 t 守 坟 。 

3. 用 数学 归纳 法 证 明 : 


(1) 3 a>0NHN aty atV at+ya<vatl 

(2) x*+z "可 展开 为 z+ x ! 的 n 次 多 项 式 

4. 设 及 nn) 是 具有 以 下 性 质 的 函数 

(1) f(n) 的 定义 域 是 全 体 自然 数 

(2) f(n) 是 整数 

(3) 1{2)=2 

(4) fn)= fm) "有 2), 对 切 m,n 者 成立 

{5) 当 m>n 时 ,f(m)> fn) 

试用 数学 归纳 法 证 明 f(x) 一 

5. 设 在 一 个 环形 公路 上 有 ?个 汽车 站 ,每 一 站 存 有 汽油 若干 
桶 (其 中 有 的 站 可 以 不 存 ) , 个 站 总 存 油 量 足够 一 辆 汽车 沿 此 公 
路 行驶 一 周 . 现在 使 一 辆 原来 没 油 的 汽车 依 逆 时 针 方向 沿 公 路 行 
驶 ,每 到 一 站 即 把 该 站 的 存 油 全 部 带 上 (出 发 的 站 也 如 此 )。 试 证 
1 站 之 中 至 少 有 一 站 ,可 以 使 汽车 从 此 站 出 发 环行 一 周 , 不 致 在 中 
途 因 缺 油 而 停车 。 

6. 一 次 象棋 比赛 共有 n 名 选 于 参加 ,证 明 必 有 了 两 名 选手 与 同 
样 多 的 对 手下 过 象棋 。 

7. 从 整数 1 到 2 中 任 取 z=+1 个 数 ,求证 所 取出 的 a+1 个 
数 中 ,一 定 能 找到 两 个 数 ,它们 的 差 等 于 n。 

8. 15 个 人 围 着 一 张 圆桌 坐 下 ,圆桌 上 预先 写 好 15 个 人 的 名 
主意 。 坐 下 后 才 发 现 没有 一 个 人 与 写 好 的 名 字 相 
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符 。 证 明 可 以 转动 圆桌 ,使 得 至 少 有 两 个 人 与 他 们 的 名 字 相 符 - 

9. 在 直径 为 5 的 圆 内 放 和 人 10 个 点 ,证 明 其 中 必 有 上 酚 个 点 的 
路 离 小 于 2 

10, 某 学 生 淮 备用 恰好 11 个 星期 做 完 数 学 复习 题 ,每 天 至 少 
做 一 道 题 ,每 星期 至 多 做 12 道 题 。 证 明 :一 定 存 在 连续 的 若 于 天 ， 
他 恰好 做 了 21 道 题 。 

11. 6 个 代表 愉 共 1958 名 运动 员 ,编号 为 1,2,…,1958。 证 
明 , 至 少 有 一 名 运动 员 的 号 码 等 于 他 的 两 名 队友 的 号 码 的 和 或 -… 
个 队友 的 号 码 的 2 售 。 

12, 平面 上 任 作 8 条 直线 ,下 不 平行 。 证明, 其 中 必 有 有 两 条 直 
线 的 夹 角 小 十 23 ; 
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82 整除 


2.1 约 数 和 倍数 

两 个 整数 的 和 、 差 、 积 仍然 是 整数 ,但 两 整数 的 商 却 不 一 定 是 
整数 ,因此 我 们 引进 整除 的 概念 。 

定义 1.10 任意 给 两 个 整数 .2 ,其 中 2s0, 如 果 存 在 整数 
9, 使 得 等 式 a = 5g 成 立 ,那么 就 说 整除 4, 记 作 5|a, 此 时 我 
们 把 6 碍 做 a 的 约 数 ,把 a 称 为 6 的 倍数 。 否 则 ,就 说 5 不 整除 
4&, 记 作 be。 车 a= 8, 且 6 十 a,b 土 ] 则 5 称 为 a 的 真 约 
数 。 

简单 性 质 

(1) 1 是 任 -整数 的 约 数 , 即 1| a。 

(2) 0 是 任 一 整数 的 倍数 , 即 510。 

(3) 任 一 非 0 整数 是 其 本 身 的 约 数 ,也 是 其 本 身 的 信 数 , 即 a|a。 

下 面 是 一 些 数 的 整除 特征 。 

(1) 一 个 整数 被 2 整除 当 且 仅 当 它 的 个 位 数字 是 偶数 。 

(2) 一 个 整数 被 5 整除 当 且 仅 当 它 的 个 位 数字 是 0 或 5。 

(3) 一 个 整数 被 3( 或 9) 整除 当 且 仅 当 这 个 整数 的 各 位 数字 
之 和 是 3( 或 9) 的 倍数 。 

(4) 一 个 整数 被 4( 或 25) 整 除 当 日 仅 当 这 个 整数 的 末尾 两 位 
数 是 4( 或 25) 的 倍数 。 

(5) 整数 N = aan-t…ol 被 7 整除 , 当 且 仅 当 as -1…a2 一 
2al 是 7 的 倍数 。 

(6) 整数 N= uas -al 被 11 整除 当 且 仅 当 N 的 各 位 数字 
的 交错 和 av as-1+ as-2+…+( 一 1)" tai 是 11 的 倍数 。 

例 1 设 六 位 数 a52bcd 是 3 和 11 的 倍数 , 且 它 的 各 位 数字 之 
和 是 11 的 倍数 ,5 大 4d。 求 满足 此 条 件 的 所 有 的 这 样 的 数 。 

解 :由 已 知 A=a-5+2-b+te-d=(atc)- (b+d)-3, 
B=(a+c)+(b+d)+7 都 是 11 的 倍数 , 故 A+B 也 是 11 的 信 
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数 , 即 2Ca+c)+4 和 2(5b+d)+10 都 是 11 的 倍数 , 勾 1<a +c 
委 18, 故 6<2(a +c)+4 和 40, 由 于 2(a +c)+4 是 偶数 ,从 而 2Ca 
+c)+4=22, 即 a+c=9, 同 理 可 得 2+z=6 或 17 

由 已 知 31a52bed 故 31(a+c)+(5+qd)+7 于 是 6+d=17， 


ra=1 
又 知 bZ>d 推出 b=9,d =8, 而 由 a+c=9 (a #0) 知 4 Lg 


{ 2 1 玫 所 求 的 六 位 数 共 有 九 个 ,分 别 为 192988， 
c= c= 
252978,352968,452958,552948,652938,752928,852918,952908。 
2.2 基本 性 质 
由 整除 的 定义 出 发 ,可 得 到 下 列 性 质 : 
(1) blaS -6laSb| -aSlblllal 
(2) 如 果 bla,cl68, 则 cla 
(3) cla BelbSc| matnb, mn, EZ 
(4) 如 果 51a 且 a 0, 则 |5| 志 |a|, 即 非 零 整数 仅 有 有 限 个 
数 。 
(5) 设 m0, 则 51aSmb lma 
(6) bla 有 alb, 则 a= +6 
(7) 车 albec, 且 (a,c)=1, 则 alb 
(8) 车 al5,c15, 且 (a,c)=1, 则 a'clb 
例 1 设 是 正 偶数 ,让 明 2" 一 113" 一 1 
证 了 明 : 设 w=2k, 则 2*-1= 相 -1=3M, 其 中 M 是 正 整数 ， 
故 3|2" 一 1 
若 2"-183"-1, 则 313"- 1 了 矛盾。 因此 2? 一 1h3" 一 1。 
例 2 设 雪 ci<az< <antl 和 22 则 有 1i<j 和 n+1， 
使 得 ai| aj。 
证 明 : 令 we =2%6,,4; 之 0,2tb; 且 b<2n(i=1,2, n+ 
1), 由 于 1,2,…,2n 中 恰 有 个 不 同 的 奇数 。 故 在 加 ,pp 
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中 必 有 两 个 相同 , 设 六 = 己 (1<i<jsa+1) 故 有 alais 
定理 1.5 设 正 整数 zx0 有 mz 个 正 约 数 , 设 为 di ,ca,ca， 
dnl dd da 则 n=d dt-e, lkEme 


证 明 :” 有 w 个 约 数 1< di<ds<…< d=, 由 性 质 知 节 


(1 入 i 所 m) 也 是 n 的 约 数 ,显然 有 1= 帮 < 元 < < 二 =m 又 
nn 只 有 m 个 正 约 数 故 


nn 


ng Ey 
dn Md dr rad 
n=didm= dadm-1=""=didn+1-h = = dndl 
即 n= di do 


例 3 自然 数 六 恰 有 12 个 正 约 数 , 记 为 di,d2,…dw, 且 di 
< d2<…< db, 现 知 脚 标 是 ds - 1 的 正 约 数 等 于 乘积 (d+ dz + 
da)ds, 求 das 

解 :由 定理 1.5 知 N=4di*dis-;,i=1,2,…12 记 d4-1=&， 
由 已 知 =(d1+ qdz+ da)"ds, 可 知 di+ ds+ ds 是 NN 的 约 数 ， 
且 di+d2+d4 之 ds 这样 di=(di+d2+ ds)'ds 之 ds*ds=N， 
dN 

故 坟 =N 即 &=12 
从 而 ds-1=12 于 是 ds=13 
2.3 数 的 奇偶 性 

整数 可 以 分 为 两 大 类 :奇数 和 侦 数 。 显 然 | 侦 数 } 站 {奇数 | = 
$,1 偶 数 | UU | 奇数 } = 2 

如 果 用 0 表示 偶数 ,1 表示 奇数 ,有 下 列 加 法 和 乘法 运算 表 


士 0 1 x 0 1 
0 0 1 0 0 0 
1 1 0 1 0 1 
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例 1 设 rtzrz,，zlg7 都 是 1 或 者 -1 证 明 :ri+2z2+ 
3xz3+… 十 19977rl9o% 天 0 
证 明 : zy+2xzz+37z3 十 … 二 1997zrlog7 
=(zi+|zll)+2(zra+|rz|)+3(73+iz3|) 二 十 
1997( .x1997 + izrloorz|》-(| zii+2|zz| +3|zr3| 十 全 
+ 1997|xziez|) 
=(zrl+|ril)+20xza+|za|)+ +1997( 7197 + | 
X1997|)— (I+2+3+.+1997) 
=(xrit |xil) +2Cr2t+ |z2|) + + 1997( xr1997 + | 
x19971) — 999 x 1997 
由 于 x;E1-1,11, 所 以 (zi+ |zxi|)€10,21, 即 [zi+|zil+ 
2(z2+ |z21) +… 十 1997(xj997+ | zig97| )] 是 偶数 ,而 199 x 1997 
是 奇数 , 故 有 
zit2xz2+3x3+…+1997rtoo 0 
例 2 设 数列 1,9,8,3,4,3,… 其 中 en+4 为 av+ an+3 的 个 位 
数字 (Cn =1,2,3,…), 试 证 jos + afoo9 + asoo+3 是 4 的 倍数 。 
证 明 : 将 原 数列 中 a 的 奇偶 性 分 别 用 1.0 代替 , 则 可 得 数列 
和:11,0,1,0,1,1,0,0,1,0,0,0,1,1,…… 显 然 有 下 列 两 个 结 
论 : 
(1) a 与 5, 的 奇偶 性 相同 
(2) = pn+lsot 是 任意 的 正 整 数 ) 
而 2000=133x15+5 62000 一 0,51999 一 1 5b1998 一 0。 这 说 明 
al9%8 和 a2000 为 偶数 ,而 alege 为 奇数 。 从 而 
ais + aioo + azon0o+ 3 是 4 的 倍数 。 
例 3 坐标 平面 上 有 一 条 封闭 折线 A1,A2,A3,…AaA1, 它 们 
的 所 有 顶点 Ai(i=1,2,…,n) 都 是 格 点 ( 即 横 、 纵 坐标 都 是 整数 
的 点 ), 且 |A1A2|=1A2A3|=…=|A,-14,|=1A,A1|。 证 明 :n 
不 可 能 是 奇数 。 
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证 明 : 设 A,(riy yi)(i 一 1,2,…, nn) 其 中 i, yi€Z, 因 为 
AiAz'i = AAh3l="=iA,AI| 

即 Cz) ty ea) + (yy3) = 

和 po 
31 

设 al= rirayaa=z2-zaeon-1= zh 1 一 rayas 一 2 一 

BI= 1 y25B2 = y2 yapBy 1 Yl yn Ba Yn Yl 
则 al +BI=ar+p = = a +B =M es (1) 
为 A1A2…A,A1 是 封闭 折线 
所 以 xl + azt*… +a =0. 

BitBt+h,= ”» 
又 因为 zwEZ, 所 以 w ,BEZ 

车 所 有 的 ai, Bi 均 为 偶数 ,总 可 以 用 27 去 除 所 有 的 aip , 设 
Cb = 宇 , 则 在 所 有 的 we 和 及 中 必 有 一 个 是 奇数 , 且 上 述 
(1)(2)(3) 式 可 化 为 :a1? + 2 = az2+ 记 2 二 一 on 人 十 扇 2= 
MM 不妨 设 ef + az + 和 + =0,BL + Bz +…+B =0, 为 方便 
起 见 , 仍 用 ai ,Bi 表示 ,al 是 奇数 。 

(1) 当 pi 是 偶数 时 

设 a1=2m+1,B1=2m’,mim’ EZ 

则 a tp = (2m+1)?+4m ?=4(m2+ m+ m2)+1 

令 k=mi+mtm?, 则 EkEZ,al?+B7=4k+1 

又 ai2+B2=M, 所 以 M=4&+1 

由 {1) 式 得 @?+B?=4&k+1(i=1,2…n) 

“ai 与 让 必 为 一 奇 一 偶 。 所 以 在 el ,a2…as ,Bi1, Ba…B, 中 
必 有 n 个 奇数 个 偶数 ,由 (2? 和 (3) 可 得 :ai + a2+…+as+ Bi+ 
Bt'*+B,=0 
即 ”个 偶数 + a 个 奇数 之 和 =0 


所 以 于 个 奇数 之 和 必 为 偶数 ， 

所 以 = 必 为 偶数 。 

(2) 当 BB 为 奇数 时 

e+pB2=M RM=4R+2 

Qi 与 B 必 同 为 奇数 ,i=1,2…n 

由 (2) 式 得 ct+az+…+ans=0 

所 以 n 为 偶数 
综 上 所 述 ,n 不 可 能 为 奇数 。 

例 4 能 否 把 1、1、2、2、3、3…1986,1986 这 3972 个 数字 排 成 
一 行 ,使 得 两 个 1 之 间 夹 1 个 数 ,两 个 2 之 间 夹 两 个 数 …… 两 个 
1986 之 间 夹 1986 个 数 。 证 明 你 的 结论 。 

解 :假设 能 按 题 由 要 求 排出 一 行 数 ,所 有 这 些 数 将 占有 3972 
个 位 置 ,把 每 个 位 置 以 1,2,3…3972 编 上 3972 个 号 码 , 当 i =1， 
2,3,…1986 时 ,每 个 i 将 占有 两 个 不 同 的 位 置 ,将 这 两 个 位 置 的 
序号 分 别 记 为 a;, 6;(1<a; < 5&3972) 

由 题 意 有 已 -ci=it+1l 

ai+ 访 =2ai+i+l= 偶 数 +i+1 


将 这 1986 个 等 式 相 如 得 : 
1+2+3+…+3972= 偶 数 +(1+2+3+…1986)+1986 
即 3972% 3973 = 个 数 + 1286 x 1987 


整理 得 1986x3973= 偶数 + 993 x 1987 
而 左 端 是 偶数 , 右 端 是 奇数 这 显然 是 不 可 能 成 立 的 
故 题目 所 要 求 的 排 法 不 存在 。 


练 习 二 
1 已 知 存在 正 整数 ,使 1987|11…1, 证 明 1987111…1 


1 个 +t 个 
99:.9 88:8 77.:7 


tl 个 nti 个 atl 个 

2. 用 1,2,3,4,5,6 组 成 -个 六 位 数 abcdef, 其 中 不 同 的 字母 
代表 不 同 的 数字 。 要 求 2|ab ,3|abe ,4|abcd ,5 | abcde ,6| abcdef， 
求 此 六 位 数 abcdef 

3. 已 知 八 位 数 141x24y3 是 99 的 倍数 , 求 x 、y。 

4. 车 zs,r2E1-1,1! 且 zirzt+carst+…+xari=0 则 
4|n 

5. 在 一 条 环形 公有 路 上 ,x 个 车 站 被 x 段 公路 连接 起 来 ,车 站 
所 在 地 的 高 度 有 海拔 50 米 和 100 米 两 种 。 相 邻 两 车 站 若海 拔高 
度 相 局 , 则 它们 之 间 的 一 段 公 路 是 水 平 的 。 否 则 是 上 坡 路 或 下 坡 
路 。 有 一 个 乘客 乘 汽车 在 这 条 环形 公路 上 沿 逆 时 针 方 回 吃 了 一 
圈 ,发现 有 坡 公路 的 段 数 与 水 平公 路 的 段 数 一 样 多 ,求证 :41n 

6. 有 nxn(n 之 4) 的 一 张 空白 方 格 表 , 存 它 的 每 一 个 方 格 内 
任意 地 填 人 +1 和 一 1 中 的 某 一 个 。 现 将 表 内 几 个 两 两 既 不 同行 
又 不 同 列 的 方 格 中 的 数 的 乘积 称 为 一 个 基本 项 。 试 证 : 按 上 述 方 
式 所 填 成 的 每 一 个 方 格 表 , 它 的 全 部 基本 项 之 和 总 能 被 4 整除 。 

7. 桌 上 有 7 只 茶杯 , 杯 口 全 部 朝 上 ,每 次 “操作 ”是 指 将 其 中 4 
只 杯子 同时 翻转 , 问 能 否 经 过 若干 次 运动 使 杯 口 全 部 朝 下 ? 

8. 一 个 展览 厅 , 如 图 所 示 。 
共 24 间 展 室 ,其 中 任何 两 个 相 邻 | 十 
的 展 室 之 间 都 有 门 相通 。 问 能 否 + 
设计 出 从 人 口 到 出 口 的 参观 路 
线 ,不 重 不 漏 的 走 过 每 间 展 室 ? | 


$3 素数 与 合 数 


3.1 素数 与 合 数 概念 

依据 一 个 数 的 正 因数 的 个 数 , 可 将 所 有 的 正 整数 分 为 三 类 : 

(1) 共有 一 个 正 因数 的 正 整数 ,显然 这 种 数 只 有 一 个 ,就 是 1: 

(2) 恰 有 两 个 正 因数 的 正 整数 ,这 两 个 正 因 数 就 是 1 和 它 自 
身 , 如 2,3,5,7,… 

{3) 至 少 有 三 个 正 因数 的 正 整 数 ,如 4,6,8… ,显然 这 种 数 至 
少 有 一 个 真 因数 。 

定义 1.11 大 于 1 上 且 只 有 1 利 其 自身 这 两 个 正 因数 的 正 整 
数 称 为 素数 (也 称 质 数 或 不 可 约 数 ); 大 于 1 而 不 是 素数 的 正 整 数 ， 
称 为 合 数 (也 称 复合 数 )。 

由 定义 1.11 知 ,1 既 不 足 素数 也 不 是 合 数 ;2 是 唯一 的 偶 素 
数 。 

例 1 是 一 确定 的 非 负 整数 , 且 2n + 1 和 3n+1 是 完全 平 
方 数 , 问 5n + 1 是 素数 吗 ? 

解 : 设 2n+1=h,3n+1=m?,k,mEN 
则 Sn+1=4(2n+1)-(3n+1)=4k -m= (2k+m)(2k 
m) 
其 中 2 一 m1, 否 则 2k 一 m=1, 则 有 5n+3=2m+1, 于 
是 {mm 一 1)?=xm2 一 (2m+1)+2={3n+1)-— (Sn+3)+2= -2n 
<0, 矛 盾 

这 说 明 2 - 关 拓 1 ,显然 2 + mm 失 1, 于 是 5za+3 不 是 素数 。 

例 2 一 个 整数 有 四 个 质 因数 ,如 果 这 四 个 质 因子 的 平方 和 
是 467, 求 此 数 。 

注 : 质 因数 即 素 因数 , 指 如 果 一 个 整数 的 除数 是 不 可 约 数 ( 即 
素数 ) ,那么 这 个 除数 就 称 为 素 因 数 或 素 约 数 

解 : 设 ps3 是 素数 , 则 p 必 是 下 列 形式 之 一 :3k + 1,3k+2， 
从 而 p=3m+1 
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又 467=158X3+2 
这 说 明 467 有 两 个 非 3 的 案 因 数 , 记 为 p .gq, 则 另 两 个 素 因数 均 为 
3, 这 样 就 有 

pr +g =476-2xX3=458<222 = 484 
不 妨 谈 p>9q, 则 16<p<21 

当 p=17 时 ,g=13 

当 p=19 时 ,无 解 

因此 这 个 整数 的 四 个 素 因 子 为 3,3,17,13 故 所 求 的 整数 为 
32x17x13 一 1989。 

例 3 试 证 存在 无 穷 多 个 自然 数 n ,使 得 z = n+a 均 为 合 
数 。 

证 明 : 取 a =4m?,m 是 大 于 1 的 整数 。 

则 nita =ntt+4mt= (n+2m2) ~ 4n2m? 

=(n2+2m? -2nm)(n? +2m? +2nm) 
=[(ntm)+m][(m- n+m?] 

因为 ,m>>1 

所 以 ,上 式 两 个 因 式 均 大 于 1 
故 x 必 为 合 数 ,又 m 为 任意 的 大 于 1 的 整数 , 则 a = 4z4 也 有 无 
穷 多 个 , 即 原 结论 成 立 。 
3.2 性 质 

由 素数 与 合 数 的 定义 易 得 

定理 1.6 (|i )a(a>1) 是 合 数 的 充 要 条 件 是 = de,1<d， 
e<ao 

(证) 车 4 >1,9 是 素数 , 且 4|g 则 4d=@ 

定理 1.7 若 a 是 合 数 , 则 必 有 素数 p|a 

证 明 ; 由 定理 1.6 知 a 必 有 约 数 d 实 2, 设 集合 全 由 a 的 所 有 
约 数 (4 之 2) 组 成 ,由 最 小 数 原理 知 集合 T 中 必 有 最 小 数 存在 , 设 
为 p。 则 p 一 定 是 案 数 。 否 则 p 之 2 是 合 数 , 则 户 必 有 约 数 df ,2 
护 d'<p, 显 然 d' ET, 这 与 p 的 最 小 性 六 盾 。 从 而 原 命题 成 立 。 
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定理 1.8 设 整数 a 之 2, 那 么 ,a 一定 可 表 为 素数 的 乘积 , 即 
a= Pip2…p,, 其 中 p;(1 拟 i 所) 是 素数 。 

证 明 ( 用 第 二 数学 归纳 法 ) , 当 a =2 时 ,2 是 素数 ,从 而 结论 成 
立 , 假 设 对 某 个 n>2, 当 2 所 a<n 时 ,结论 对 所 有 这 种 a 都 成 立 。 
则 当 a = n 时 ,车 n 是 素数 , 则 结论 成 立 ;车 n 是 合 数 , 则 必 有 x 
二 nn2,2 入 ni,n2 世 nn。 由 假设 ni,na 均 可 表示 为 素数 之 积 ; 

Rn1= pu pra pis» 22= p21 P22 P2r 
这 样 ,就 把 a 表 为 素数 的 乘积 

gn nn Pu’ Pr prs pa’ pa Po2r 
因此 ,由 第 二 数学 归纳 法 ,定理 对 所 有 a 之 2 都 成 立 。 

例如 ,1260 的 不 同 素 因 数 有 2,3,5,7 四 个 ,这 样 就 有 1260= 
22.32.5.7 

由 定理 1.8 容易 推出 ， 

推论 : 设 整数 a 之 2 

(1 ) 车 a 是 合 数 , 则 必 有 素数 pla, pVa 

(Ci 车 a= pi1p2……p, 则 必 有 素数 la ,Pp 志江 

例如 当 a=1260=2x2x3x3x5xX7 时 ,s =6, 它 的 索 因 数 2 
就 满足 2< YI260 和 ~3.28 

定理 1.9 ”素数 全 体 构 成 的 集合 是 无 限 集 。 

证 明 ( 反 证 法 ) ,假设 全 体 素数 是 有 限 个 ,不 妨 设 Q = 1g1,g2， 
…gii 是 全 体 素 数 的 集合 ,考虑 a = qi 92… gs +1, 显 然 a >2, 由 
定理 1.7 知 必 有 素数 pa, 由 假设 p 等 于 某 个 @;, 因 而 户 | 上 工 矛 盾 ， 
此 全 体 素数 集合 必 是 匹 限 集 。 

设 gi 一 2,q2=3,g3 一 5,94,9s,… 是 全 体 素数 按 从 小 到 大 顺 
序 排列 ,以 及 

Qi = 9192°""Qe + 1 

直接 计算 得 Q1=3,Q2=7,Qs=31,Q4=211,Qs=2311, Qe 
= 59.509, Q; = 19.97.277, Qs = 347.27953, Qo = 317 .703763 ， 
Qio=331-571-34231 
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这 里 前 5 个 数 是 素数 ,后 5 个 数 是 合 数 ,但 Qi 都 有 一 个 比 9。 
更 大 的 素数 ,至 今 还 不 知道 是 否 存在 无 穷 多 个 上 使 Q 是 素数 ,也 
不 知道 是 否 有 无 穷 多 个 上 使 Q 是 合 数 。 

定理 1.9 是 数论 中 一 个 非常 重要 的 定理 ,由 它 的 证 明 可 以 得 
到 不 超过 x 的 素数 个 数 一 记 为 r(z ) 的 一 个 很 弱 的 下 界 估计 ， 
及 第 n 个 素数 p。 大 小 的 一 个 很 弱 的 上 界 估计 。 

定理 1.10 设 全 体 素数 按 从 小 到 大 排列 的 序列 是 pl =2, p= 
3,p3sP4… 则 有 p<22 n=1,2,… 及 (x)>loglogzx ,+2>2 

证 明 : 由 定理 1.9 的 证 明知 

Pr 人 pip2 pr-itl,n>l (1) 


现 用 数学 归纳 法 来 证 明 结论 p,<22” 

当 n=1 时 ,p12 显然 成 立 ,假设 n<S&(>1) 时 成 立 , 当 ) = 
+1 时 ,由 式 (1) 及 归纳 假设 得 

PertSpipa pr 1by + 1 2 2 12 -1+1<22 
这 说 明 命题 对 =&+1 时 也 成 立 ,从 而 对 任意 ”都 成 立 。 

下 面 来 证 明 x(x)>logzlogx ,Xx 之 2 

对 于 x 实 2, 必 有 了 瞧 一 的 正 整数 4 ,使 得 22”<+<22 ,因而 有 
x(z)>r(22  )n 


而 由 x<22 得 logyx <Jogs27 =2" 
从 而 logzlog2x 芝 n 

故 得 x(z) 之 ?> log2logyx nn 之 2 

此 外 定理 1.9 还 表明 对 于 任 给 的 自然 数 n ,都 有 大 于 ” 的 素 
数 ,这 样 就 产生 了 寻找 大 素数 的 问题 。 为 此 ,人 们 研究 了 用 多 项 式 
能 否 表达 素数 的 问题 。 

定理 1.11 设 ao 是 整数 ,ai ,az,…an 是 不 全 为 0 的 整数 ,f 
(z)=ao+ralz+…+anr, 则 对 任意 整数 zx, 六 rz) 的 值 不 全 是 索 
数 。 
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证 明 :假设 对 任意 整数 x, f(x) 恒 为 素数 ,于 是 存在 整数 a 及 
素数 p>2, 使 得 f(a)--p,(z-a)l(f(7)-f(a)。 取 z=at 
ip,t€E2, 和 和 pl f(attp)- fla) 

而 flattp)- fla)= f(attp)-p 
plflat ip) 
又 注意 到 方程 | f(a + tp)1 = pp 关于 : 至 多 有 2n 个 解 , 故 有 整数 
t0, 使 得 | f(a+i0p)|= mp,mE€2Z,m>>1, 因 此 f(a + top) 是 合 
数 ,这 与 (xz) 恒 为 素数 矛盾 。 

此 定理 表明 不 存在 对 任意 整数 恒 取 素数 的 整 系数 多 项 式 ,但 
是 人 们 却 发 现 了 当 0<z<17 时 ,n? 一 n+17 均 为 素数 ; 当 0<<m 
所 41 时 ,n? -~ n+41 均 为 素数 ,那么 对 任意 整数 ,可 否 求 出 一 个 
素数 ,使 当 0 志 nn<p,n? 一 n+ 均 为 素数 ,这 个 问题 至 今 尚 未 
解决 。 

下 面 我 们 考虑 形 如 F, = 2 + 1 的 数 ,这 种 数 称 为 ( 费 尔 马 ) 
《Fermat) 数 ,前 5 个 Fermat 数 都 是 素数 , Fo= 3,Fl= 5$,F2=17， 
F3=257,Fs= 65537, 据 此 ,Fermat 曾 猜 想 所 有 的 已 都 是 素数 ， 
但 是 不 久 , 欧 拉 (Enler) 证 明了 Fs 是 合 数 ,从 而 否定 了 费 尔 马 的 这 
一 猜想 。 

例 1 证 明 Fs 是 合 数 

证 明 : 设 4=2,6=5, 则 a 一 63-3,1+ab-6=1+36b=24 
这 样 有 : 

Fs =2 +1=(24) +1=(1+ab -bar+l 

=(1+ab)at+1-abs 
=(1+ab}(at+(1 -ab)(l+a2b’)) 
1l+ab=641 故 641 |Fs 

即 Fs=641 X6700417 
至 今 , Fo、Fi、Fy、F3、Fs 是 人 们 所 知 的 费 尔 马 数 中 仅 有 的 素数 。 
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3.3 逐步 淘汰 原则 

逐步 淘汰 原则 又 叫 容 斥 原理 , 它 是 组 合 数学 中 的 一 个 基本 计 
数理 论 ,正确 熟 练 地 使 用 此 原理 ,可 以 解决 数学 竞赛 中 许多 有 超 的 
问题 。 

考虑 一 个 具有 几 个 元 素数 的 集合 $ ,其 中 各 元 素数 往往 具有 
不 同 的 性 质 , 现 假设 共有 种 性 质 记 为 Pi, P;,… 了 Pr ,组 成 性 质 集 
合 P, 即 

P= {Pi, P,P3,…, Pr! 

令 Ai 表示 S 中 具有 性 质 Pi 的 元 素 的 子 集 , 其 元 素数 个 数 记 
为 na(P;);Ai 门 A 表示 S 中 同时 具有 性 质 P, 和 P; 的 元 素 的 子 
集 , 其 元 素 的 个 数 记 为 (Pi, Pa);Ai 门 As 表示 S 中 不 具有 已 
也 不 具有 性 质 P 的 元 素数 的 子 集 其 元 素 的 个 数 记 为 n(P1,P)。 

定理 1.12 (逐步 淘汰 原理 ) 
(BPa,Pr)= {S| - Dn(PD+ Dn(Pis,Pi2) 
~ 2, na(Pi, Piz, Pi3) 


tt (1) en( P,P2,P,) 
证 明 : 定 理 的 关键 是 要 证 明 : 对 不 具有 个 性 质 中 任何 一 个 
性 质 的 元 素 , 在 此 公式 中 都 准确 的 被 计数 过 一 次 ,而 对 于 至 少 具有 
性 质 之 一 的 元 素 ,在 公式 中 计数 为 0 次 。 
首先 计 某 一 元 素 a€ S, 且 a 不 具有 任何 一 种 性 质 , 它 在 | S1 
中 计数 为 1 次 而 在 其 余 各 项 计数 为 0, 故 它 在 公式 中 总 计数 为 1。 
其 次 考虑 某 一 元 素 bE S, 且 6 恰好 具有 个 性 质 (1 过 扫 


7)。6 在 * 中 被 计数 次 数 为 1 即 为 { 》 ;在 总 an( Pi ) 中 一 共 被 计数 


了 (外) 次 ,在 吕 n (Pi Pis) 中 , 它 被 计数 了 () 次 ,在 wn (Pi, 


Piz,Pis) 中 , 它 被 计数 了 (《) 次 ,依次 类 推 ,元 案 在 公式 中 被 计 次 
数 总 和 为 
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> 时 , (0, 由 此 可 知 , 当 元 素 5 至 少 具有 这 些 性 质 之 一 时 ， 
它 在 公式 中 的 计数 为 0, 综合 以 上 讨论 ,定理 得 证 。 
推论 ,集合 5 中 至 少 具 有 性 质 已 ,Pa,…, Pr 中 的 一 个 性 质 的 
元 素 个 数 为 
IAIUAU UAr|l = Snap) -DS nlpn, pa) 
+ ,pi pi Pa) 


+(-D" a(p,p2,", pr) 

推论 的 证 明 可 由 | A1U A2U…UAri=|S|-n(pi, pz,…， 
万) 容易 得 到 。 

例 1 来 自 不 同 国 家 的 n 个 代表 参加 圆 忠 会 议 讨论 共 同 关心 
的 问题 。 如 果 A .B、C 三 国 的 代表 座位 不 能 相 邻 。 问 座位 的 安排 
方式 有 儿 种 ? 

解 : 设 性 质 P 表示 A 与 B 邻 ,P: 表示 A 与 C 相 邻 ,P3 表示 
8 与 C 相 邻 。 把 座位 号 依次 编 为 1,2,… ,N,N 号 位 与 工 号 相 邻 。 

全 体 排列 共有 (za -1)! 种 ,n(Pi)=2.(n 一 2)! i=1,2,3， 
Pi,P2,P3, 2 有 ,Pi)=2(02-3)1 (112,3)，m2(zbl， 
Pp2,p3)=0 
于 是 n(pis pasp3)= Cn- DD)! -32°(n-2)! +3°2.(n -3)! 

=(n-3)! (nxn-—4):(n-5) n>5 

当 mr<ss 时 ,实际 操作 可 知 ,不 能 安排 。 

下 面 研究 另 一 个 性 质 ,假设 集合 * 具有 个 元 素 , 性 质 集合 记 
为 p=1p1,p2,…,p.} ,如 果 要 求 这 =” 个 元 素 中 恰好 具有 rm 个 性 
质 (1 委 产 委 >) 的 元 素 的 个 数 , 则 下 面 定理 成 立 ; 

定理 1.13 令 N[m ] 表 示 和 集合 :中 恰好 具有 m 个 性 质 的 元 
素 个 数 , 则 
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NEmi= 了 app 人) wan 
ps) tot em (kDa pa pa) 


+ (Dn (htpr, pp) 

证 明 : 同 定理 1.12 的 证 明 关 似 ,从 等 式 可 以 看 出 ,在 右 端 的 和 
式 中 ,对 于 每 个 具有 小 于 m 个 性 质 的 元 素 没有 计 和 人。 对 于 每 个 从 
好 具有 个 性 质 的 元 素 , 在 和 式 避 x (pr, pz,…, po) 中 均 被 计 
算 了 一 次 。 

对 于 每 个 具有 个 性 质 (> mn) 的 特定 元 素 4, 我 们 只 要 证 
明 均 被 算 了 零 次 就 可 以 了 。 由 公式 可 以 推 得 这 种 a 在 和 式 中 被 
计数 的 总 次 数 为 


人 人 人 
(C0) (ey) (7)] 
(人 
(DO 

其 中 计算 中 利用 了 公式 

(5)= (a) (2) sr 
以 上 等 式 说 明 : 当 上 > 着 时 ,元 素 a 若 具 有 上 个 性 质 , 则 等 式 右 端 
对 它 的 计数 为 0, 定 理 证 毕 。 

例 2 〈 错 位 问题 ) 将 1,2,…n 重新 排列 。 
(1) 求 恰 有 mm 专 n) 个 数 在 其 自身 位 置 的 排列 个 数 ( 记 作 Dn 
[m))。 
(2) 求 没有 在 其 自身 位 置 的 排列 的 总 个 数 , 即 错位 排列 数 Dn 。 

解 : 设 Pi 表示 在 排列 中 数 ; 在 其 自身 位 置 , 故 n(Pi)=(n 一 
D! (Gi=1,2%n)n(pi, pi pa) = (nk)! 
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故 知 了 a lpspape)= (2) (nh)! 


Li 


Dam (2)-m) (7) mr DY 


m Jm+1 
二 oo 0 人 
-nl Cm+ 1)! ! 一 现 
= ttl) 
nl a 
Cr-m)!l ml! nl 


万 一 交 1 
= 站 ( 直 - 吉 + 直 -+ Ta) 
当 m=0 时 , 馈 题 (2) 的 解 邑 可 得 到 
Da=n! (1- 二 + 吉 -…+(-D" 南 ) 
例 3 在 1 至 120 的 自然 数 中 ， 不 能 被 2 3、5.7 中 某 一 个 数 
整除 的 整数 有 多 少 个 ? 
解 : 设 P,P2,P;,P 分 别 表示 能 被 2,3,5,7 整除 , 则 


a(p) -60,n(p2) = I =40,n(p3) = 1 =24,n(p4) - 


120 120 
[将 |=m, n(p1sp2) = =20 


n( pi,p3)= 站 [#3]-=s 


120 
np2 p3)= 3 =8, n(pa ps)= [de |=5 


120 
n(p3,p4)= 0 =3,n(p1 p2 p3) =7x3x3™4 


120 120 
nlp2sp3p4) = [397] = Lntp p2 pr) = [7397]-2 


~ 120 
n(p1 pa pa)= [2]=1 


从 而 n {ps pa p3s pa) 
=120— {60+40+24+17)+ (20+12+8+8+5+3) 
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1,n{pi,p2, pa3s pa)=0 


一 (4+2+1+1)+0 

=27 

现在 我 们 来 研究 不 超过 N 的 所 有 素数 ,并 计算 出 素数 的 个 
数 。 

由 定理 1.8 的 推论 (1) 知 ,只 要 先 求 出 不 超过 v 六 的 全 部 素 
数 ,pi1,p2,…,p; 即 可 ,例如 取 N 为 100, 不 超过 I0 的 全 部 素数 
为 2,3,5,7, 依 次 把 不 超过 100 的 正 整数 中 除 卫 2,3.5,7( 或 户 ， 
…, 记 ,) 以 外 的 2 的 倍数 .3 的 倍数 .5 的 倍数 .7 的 倍数 (或 的 倍 
数 ,…, 记 的 倍数 ) 全 部 删 去 ,就 删 去 了 不 超过 100 的 全 部 合 数 , 剩 
下 的 正好 就 是 不 超过 100 的 全 部 素数 。 具 体 做 法 见 下 表 , 取 N - 
100 


12 3 45 87 RN PR 
13 人 NI7 ti19 加 为 加 23 旭 
SH58NB29 N01 
37 招 招 和 相机 各 4 柏林 析 4 四 
和 折扣 和 半 掀 53N%5%N B59 0 
61 名 扩 儿 的 后 扫 的 加 71 六 
13 HNN% 有 NR7TI MA R83 MY 
ESE 
9 % % 100 


由 上 表 可 以 看 出 ,没有 删 去 的 数 是 2,3,5,7,11,13,17,19， 
23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97 共有 
25 个 ,它们 就 是 不 超过 100 的 全 部 素数 。 从 这 不 超过 100 的 25 
个 素数 出 发 ,重复 上 面 做 法 ,就 可 找 出 不 超过 100? = 10009 的 全 部 
素数 。 这 种 寻找 素数 的 方法 ,通常 叫做 爱 拉 托 斯 芬 (Eratoschenes) 
第 法 。 
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下 面 我 们 来 求 通过 爱 拉 托 斯 分 (Eratoschenes) 筛 法 后 一 下 的 
素数 的 个 数 。 

令 tz) 表示 区 间 [2,xz] 上 素数 的 个 数 ,Yn 至 x 的 素数 的 个 
数 应 为 x(n) 一 x(YVn), 它 又 是 [2,n] 中 不 能 被 1p1, 2，…, 1 中 
任 一 数 整除 的 个 数 ,仿照 例 1, 就 可 得 到 下 面 的 计算 素数 个 数 的 公 
武 : 


zn) rn(Va) -nl 一]+ >2| 到 ] 


人 <iat papi2 
+ [pp] 


在 1 一 1000 中 间 有 168 个 素数 

在 1001~2000 中 有 135 个 素数 

在 2001 一 3000 中 有 127 个 素数 

在 3001 一 4000 中 有 120 个 素数 

一 般 地 ,有 下 面 定理 。 

定理 1.14 《素数 分 布 ) 设 x(x) 表 示 1,2,…,[x] 中 的 素数 
个 数 ,例如 :x(3)=2,x(5.1)=3， 


AY)-4,… 则 -0 
z+ x 


特别 地 lm xz)_0 


n+o0 nn 

这 表明 前 n 个 自然 数 中 素数 个 数 与 的 比值 接近 于 0, 也 即 
几乎 所 有 整数 都 是 合 数 。 

证 明 ; 用 S 表示 1,2,…, [x ] 所 组 成 的 自然 数 集合 ,显然 1 S| 
=[z], 以 Pi=2<P<…< Pr 表示 前 > 个 素数 ,用 Ai(1s 委 ;所 
7) 表 示 S 中 能 被 素数 疡 (1<i 生 >) 整除 的 自然 数 个 数 。 我 们 首先 
求 S 中 不 能 被 局, P2,…, Pr 中 任 一 素数 所 整除 的 自然 数 。 于 是 
由 逐步 淘汰 原理 有 : 

[ANANENArI= 1s|- DNAiN+ DIANAIN -+ 
+(-171ANANMN.…N Ar| 
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一 zx] 六 .| 后 ]# ,BE 
0 | 01) 
容易 看 出 ,S 中 每 个 素数 (除去 含 在 pi ,ps,…,p, 以 外 ) 都 不 能 被 
六 ,加 中 任 一 个 素数 整除 ,而 反 过 来 ,S 中 不 能 被 p1,…, Pp, 中 
任 一 素数 整除 的 数 未 必 就 是 一 个 素数 ,因此 我 们 有 
rEIANANN A, +r (2) 
利用 不 等 式 y-1<[y]<y+1 及 (1)(2) 式 得 


r(zr)<(zr+l)- 


容易 看 出 有 , 卫 (1- 二 号 (1+ 志 + 直 +…) 
对 每 个 万 (L<jsr), 取 Sj 为 满足 Py 之 Pr 的 最 小 自然 数 , 则 有 
(显然 Sr=1) 


外 > 起 
人 直击 
1+ 工 + + 万 
又 由 于 1= Ja(1+ 二 )" 
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从 而 对 任何 自然 数 上 有 1+ 工 Te 
取 对 数 得 In(1+ 1)<l 
分 别 取 n=1,2,…,r 代入 ,我 们 得 到 


站 


=In(r+1)>Lnr (对 >2) 
由 (3)(4)(5) 式 得 ,对 7 这 2， 


n(xr)< 十 27 十 了 


zx 
InCL+7) 
桂 别 地 ,对 于 任 给 的 es>0, 我 们 可 以 取 > 适当 大 ,使 Inr> 之 


es 并 2 二 < 
固定 > 后 ,再 取 < 足够 大 ,可 使 
2r+1 
2 
于 是 x 是 够 大 时 总 有 0< 人 <。 


这 就 说 明了 lim 区 2 =0 


件 是 性 质 pi ,piz，…, pi 全 取 自 p12，… ps, 故 : 


(5) 


证 明 : 设 a 为 中 具有 (0 所 所 7) 个 性 质 的 元 素 , 其 具有 的 
性 质 不 妨 设 为 p1,p2、…, i; 则 a 在 Ai 门 Az 门 … 门 A 的 充 要 条 


4 在 了 An 站 Az 门 … 站 Ai| 中 出 现 了 CP 次 ;在 | A 站 
Aa 站 全 门 Amsil 中 出 现 了 C8 1 次 ,…, 在 1Aa 几 As 站 … 门 


Az| 中 出 现 了 GG 次 ,…… 
所 以 a 在 公式 右 端 被 计 入 的 总 次 数 为 : 


GCE CE Tt DE CPO tet (Dr me 


0 
二 CC 
38 


+ (一 


1)" "CmCE 


(x*) 
时 =0 
当 ! > 时 ,以 =0 
当 k<m 时 ,* =0 
. 1 m=k 
mn 时 ,= 1 "C= 
km DC ck 
; _ll m=k 
从 而 可知 x 10 im 顽 kk 
妇 a 在 公式 右 端 被 计 入 一 次 当 且 仅 当 a 恰 具 有 xm 个 性 质 ,定理 得 
证 。 
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练 习 三 


1. 设 <“ ,是 两 个 给 定 的 非 零 整数 , 旦 有 整数 、y, 使 得 ar + 
by=1。 证明 : 若 aln 且 61n 则 abln 

2, 设 奇数 ”>1, 证 明 :” 是 素数 的 充 要 条 件 是 = 不 能 表 为 二 
个 或 三 个 以 上 的 相 邻 正 整 数 之 和 。 

3. 将 1,2,… ,1986 随意 排 成 一 行 ,得 到 一 个 数 ,证 明 它 不 会 
是 素数 。 

4. 一 个 五 位 数 是 某 一 个 整数 的 4 次 方 , 且 奇 数位 数字 之 和 等 
于 偶数 位 数字 之 和 , 求 这 个 数 。 

5. 设 Ps 表示 全 部 由 1 构成 的 。 位 (十 进 制 ) 整 数 。 试 证 若 
Ds 是 素数 , 则 * 也 是 素数 。 

6. 设 n>2, 试 让 与 n! 之 间 至 少 有 一 个 素数 ,并 由 此 证 明 
素数 是 无 限 集 。 

7. 某 由 参加 一 种 会 议 ,会 上 有 六 位 朋友 , 某 甲 和 其 中 每 一 人 
在 会 上 各 相 半 12 次 ,和 每 两 人 各 相遇 6 次 ,每 三 人 各 相遇 4 次 ,每 
四 人 各 相遇 3 次 ,每 五 人 各 相遇 2 次 ,每 六 人 各 相遇 1 次 ,一 人 也 
设 遇 见 的 有 5 次, 问 某 甲 共 参 加 几 次 会 议 ? 

8. 设 有 nn 个 人 ,各 标 上 从 1 到 这 x 个 号 码 , 男 有 把 椅 
子 ,也 标 上 从 1 到 这 x 个 号 码 , 问 , 这 个 人 坐 在 这 x 把 椅子 上 
”上 且 满足 第 i(i =1,2…n) 个 人 不 坐 第 i 把 椅子 时 不 同 坐 法 有 多 少 
种 ? 


9. 试 求 和 1,2,…n1 这 几 个 数字 的 具有 以 下 性 质 的 无 重复 排列 
alya2…an 的 个 数 : 对 任 一 个 i 

1 入 -1 有 alsai+1l 

10. 确定 方程 zl+ xz+ zx3 二 14,x; 守 8(i=1,2,3) 的 非 负 整 
数 解 的 个 数 。 

11. 甲乙 \ 丙 、 丁 四 人 去 做 A,B,C,D 四 项 工作 ,但 甲 不 会 做 
A, 乙 不 会 做 A 和 B, 丙 不 会 做 B 和 C, 丁 不 会 做 C, 若 要 求 每 人 必 
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须 做 一 项 工作 , 问 有 多 少 种 不 同 的 安排 方法 ? 

12. 设 >2, 求 证 :如 果 起 + 大 十 7 对 于 整数 上 (0 扫 有 入 
vm 与 ) 是 素数 , 则 好 + + 7 对 于 满足 0< < -2 的 整数 上 都 
是 素数 。 

13. 设 户 个 素数 ai,az,…ap, 构 成 递增 的 等 差 数列 , 且 al > 
户 ,证 明 如 果 p 为 素数 , 则 pid,d 是 公差 。 
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第 二 章 ”算术 基本 定理 


§ 1 带 余 除 法 
1.1 带 余 除法 
初等 数 沦 的 证 明 中 最 重要 、 最 基本 .最 直接 的 工具 就 是 下 面 的 
定理 2.1 设 4a,6 是 两 个 整数 ,其 中 6>0, 则 存在 两 个 唯一 
的 整数 q 及 r, 使 得 a=bq! mr0sr<5 (1) 成 立 。 


证 明 : 作 整数 序列 …… , -3b, —2b,—b,0,b,2b,3b,…, 则 a 
必 在 上 述 序列 的 某 两 项 之 间 , 即 3 q€ Z, 使 得 wa<(g+1)b 
成 立 。 令 a 一 4=r 即 可 得 a=6gq+r,0 所 rr<b。 

设 gq1,71 是 满足 (1) 的 另 一 对 整数 ,因为 a 一 bg1+ r= pg+ 
,于 是 有 6b(q-q1)=ri-r, 故 blg- gil=ir-ris 由 于 r 及 
ri 是 小 于 b 的 非 负 整数 ,所 以 上 式 右 端 是 小 于 bb 的 ,如 果 9 天 qi， 
则 上 式 左 边 大 于 等 于 b, 矛 盾 。 因 此 g= gli,r=ri。 

定义 2.1 (1) 中 的 g 叫 做 a 被 b 除 得 的 不 完全 商 ,r 叫做 a 被 
P 除 的 余数 ,也 叫做 非 负 最 小 剩余 , 常 记 作 (a 》) =+, 在 不 致 引起 混 
淆 的 情况 下 ,4a); 中 的 b 常 略 去 不 写 。 我 们 有 下 面 的 定理 

定理 2.2 对 于 整数 a ,a2,5, 其 中 b>0, 有 

(1) Gata) = (a1) + (a2)) 
(2) 《at ~ a2) = (Ca1) — (a2)) 
(3) (ara2) = ((a1)(a2)) 

证 明 : (1) 设 a1= 6gl+ 《at),a2= bqz+ (a2), (al) + (a2) 
=bqat a) + (a2)) 

则 
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al+e2 =6(g+ g2) + (ar) + a2) 
=b(q+t+ gt 9q3) + (Ca + bar)) 

由 定理 2.1 即 可 证 得 (1)。 

类 似 地 可 以 证 明 (2),(3)。 

例 1 一 个 自然 数 a 除 63,91,291 所 得 的 余数 之 和 为 10, 求 
ao 

解 : 设 63=agl+ri,91 =agy+r2,291 = ags+ rayrit rt 
rs=10 

由 445=alqnt+qzt qs)+10, 则 alqit+ qzt+ gq)=435=5x 
3x29, 由 抽 层 原则 必 有 某 个 r >3, 故 3<a<63。 由 上 式 知 a€ 
15,15,291 ,经 检验 可 知 a=15 或 a=29。 

例 2 已 知 等 差 数 询 的 各 项 均 是 整数 , 它 的 公益 是 不 能 被 5 
整除 的 奇数 。 求 证 这 个 数列 的 任何 连续 十 项 中 必 有 一 -项 能 被 10 
整除 。 

证 明 : 设 此 等 差 数 列 的 公差 为 d, 不 妨 设 a1,a3,a3…ain 为 任 
意 连 续 的 十 项 ,并 设 ai = 10g4 + x;, 其 中 q; ,7; 都 是 整数 。0 反 六 
<10,i=1,2,…,10。 当 0j<kSS9 时 ,因为 a 一 a;=10(g9; 一 
四) 一刻 ,又 因为 a4 一 ;一 ( 一 了 )d, 所 以 有 10(gs 一 gj) +r 
=k-))d, ri -r=(k-j)d 一 10(q4 gj)。 又 因为 0 所 
j<E<S9, 所 以 有 -7 不 是 10 的 倍数 。 义 由 已 知 2td,57d, 从 而 10 
kK 一 站 ,显然 10110(@ 一 包 ), 故 10Frs 一 ,又 10 入 7;<10, 则 一 
10 秋 闫 一 方 委 10, 从 而 如 关 j, 则 ri,r2,r3,…rio 是 两 两 不 等 的 十 
个 数 , 但 又 x; 包 10,1,2…,91,(1 乏 i 迄 10), 因 此 必 有 一 个 r; =0， 
故 必 有 一 个 a; 是 10 的 倍数 。 


例 3 已 知 n 是 一 个 使 $2( wn)= 沪 ?不 能 被 5 整除 的 自然 


数 。 试 求 S.(n)= 六 ;被 5 除 的 余数 。 


二 

解 : 苦 > =5+r, 则 Si(n) 与 Si(r) 被 5 除 的 余数 相同 , S 

(2) 与 Sz(r) 被 5 除 的 余数 相同 。 故 只 要 求 出 Si(7) 被 5 除 的 余 
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数 即 可 。 

而 (0.1,2,3,4),(5,6,7,8,9),(10,11,12,13,14)…… 我 们 仅 
研究 前 五 个 数 即 可 。 由 n?= (Sk&++r)?=25R?+10kr+ yr, 则 51 
一 户 , 即 51S2(n) - Si(r)。 又 立 司 =30,S:(0)=0,S:(D= 
1,S2(2)=5xX1+0,S2(3)=14=5xX2+4,S2(4)=30=5x6+0, 
所 以 Sz(r) 被 5 除 的 余数 是 0,1 或 4。 又 5tS2(n), 即 5thS2(7)， 
所 以 有 Sz(7)=5Xxg+1 或 Sz(7)=5Xg+4, 从 而 r=1 或 r= 
3, 即 Si1(n) 被 5 除 的 余数 是 1。 

例 4 ala2…aig99420%0 是 按 如 下 规则 写 出 的 一 个 两 千 位 的 自 
然 数 : 先 写 cl 再 写 a2,4a3…, 当 qi 已 写 出 ,再 写 ay 时 要 求 ai 
是 17 或 23 的 倍数 ;= 1,2,…1999 如 果 写 出 的 数 中 有 1,9,8,7 这 
四 个 数码 ,求证 :这 个 两 千 位 数 必 是 合 数 。 

证 明 : 两 位 数 中 17 的 倍数 有 :17,34,51,68,85。 两 位 数 中 23 
的 倍数 有 23,46,69,92。 上 顺序 写 玉 去 ,容易 发 现 : 当 一 个 数码 确定 
后 , 按 规则 出 现 6->9->2 一 3 一 4 一 6 一 9 循环 。 但 若 出 现 6-~8-~5 
一 1-7, 则 循环 中 止 。 显 然 cl 天 0, azmo =7 倒 推 回去 ae = 1， 
Qt998 =5,41997 = 8, 41996 =6, a199s = 4, a1994 = 3,41993 二 2, Qi1992 一 


9,atoet=6……, 每 五 个 一 循环 。2000=5x400=Sx399 +S, 即 
399(6 +9+2+3+4)+6+8+5+1+7= Bar, Sa, -3(8x399 


+9), 则 31 中 w ,所 以 这 个 两 千 位 数 有 因子 3, 是 合 数 。 
1.2 整数 的 分 类 

由 定理 2.1, 我 们 知道 ;任何 一 个 整数 被 (a>0) 除 后 所 得 的 
非 负 最 小 剩余 数 是 目 仅 是 0,1,2,…a -1 这 a 个 数 中 的 一 个 。 出 
此 我 们 就 可 以 将 整数 进行 分 类 。 

设 a 之 2 是 给 定 的 正 整数 ,j =0,1,2…a - 1, 对 给 定 的 j, 被 a 
除 后 余数 等 于 j 的 全 体 整 数 是 S,,; = jka + 让 =0, 土 1, 土 2.…。 
显然 有 下 列 性 质 ; 
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(1) 当 0Sj7 a -1 时 ,So 站 So =$; 

(2) SaoU SU Si,a-1= 2 

即 全 体 整数 按 被 a 除 后 所 得 的 非 负 最 小 剩余 数 米 分 类 ,分 成 
了 两 两 不 相交 的 a 个 类 。 

当 a=2 时 ,就 是 熟知 的 奇 , 偶 两 大 类 。 即 Ss.0= 12k,kEZ} 
= | 偶数 | , S21 = 12&+1,kE 21= | 奇数 | 。 

当 a=3 时 ,任何 整数 被 3 除 得 的 余数 是 0,1,2 之 一 , 即 每 个 
整数 都 是 3k,3k + 1,3k+2 之 一 的 形式 ,其 中 &E Z。 即 Sa0= 
|3R,kEZI ,S31 = 13k+1, RE ZL}, S32= 13R+2,k8E Z| 

例 1 证 明 (1) Sof S30= Seo; 

(2) S21= S6.1U S63U) Ss,s 

证 明 :(1)“<=" 显 然 。 

“>" 设 a=2k 且 a=3h,k&,hEZ 由 2&k=3h 知 h=2 
(Ek-—h) 

所 以 a=6(k 一 hh), 则 6la,a€ Sio。 因 此 S20 S30= Se,oe 

(2) 设 nE S21 即 n=2k+1,kEZ, 则 kk 必 为 下 列 三 者 之 一 : 
3h,3h+1,3b+2, 及 EZ。 因而 必 有 n=6h+1,6h+3 或 6h+5。 
反之 显然 成 立 。 因 此 Sz,1= S61U S63U Se.se 

例 2 设 a>2 是 奇数 ,证 明 :(1) 一 定 存在 正 整数 <<sa -1 
使 ai24 -1。(2) 设 do 是 满足 (1) 的 最 小 的 d, 那 么 ,ai2* 一 1, (有 
和 N) 的 充 要 条 件 是 do |h。 

证 明 : (1) 考虑 以 下 的 a 个 数 :20 ,2 ,…2“ 1 由 已 知 ah27 (0 
二 j<a), 故 设 2=gat+tri,0<r;<a。 所 以 a 个 余数 ro,ri,r2… 
-1 1,2…,a 1。 由 抽 民 原则 存在 i,k 使 得 r= ri.0i<k 
sa -lb 则 有 age-d)=202 1), 令 d=k-i<a-1 则 a 
|24—1。 

(2) 充分 性 显然 。 下 证 必要 性 。 设 j= gdo+r,0<r<do, 则 
2 -1=2%77 -1-2 +2"=27(2%06 -1)+(27-1), 由 al2* 一 1 
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及 al2™o 一 1 可 得 ai27 1, 由 do 的 最 小 性 知 r=0, 即 dolh。 

例 3 已 知 一 个 正 整数 ,将 其 数字 相 加 ,其 和 可 为 一 位 数 或 多 
位 数 。 如 不 是 一 位 数 ,再 将 其 和 的 数字 相 加 , 按 此 做 下 去 ,最 后 得 
到 一 位 数 为 止 , 若 该 一 位 数 是 2,3,5,6,8 中 的 -个 ,证 明 原 给 的 整 
数 不 可 能 是 完全 平方 数 。 

说 明 : 任 一 整数 都 可 表示 成 下 列 形式 之 一 :9E,9k+ 1,…9K 十 
8(kEZ)。 这 九 种 形式 的 数 平方 后 被 9 除 的 余数 为 0,1,4 或 7。 
反 设 所 给 的 数 为 n?(nE€ N), 记 m7? 的 数字 和 为 oj, 易 证 9i(n? 一 
aD, 没 ui 的 数字 和 为 a2, 则 9i(Car 一 a2), 所 以 9| (x? az)， 
i ,继续 下 去 ,最 后 所 得 的 一 位 数 与 n? 被 9 除 的 余数 相等 ,所 以 
这 个 一 位 数 只 能 是 0,1,4,7 之 一 ,与 题 设 矛 盾 。 

1.3 上 进 制 

我 们 常用 的 是 十 进 制 数 , 即 -个 十 进 制 的 自然 数 
anaw-14140 可 以 表示 为 as10"+a，410” 1+…+arl0+ao, 其 
中 E10,1,2…,9| ,0 所 i 扩 ,并 a, 关 0。 

例如 ,由 于 1998=1x10+9x10?+9x10+8, 而 这 种 表示 法 
可 以 用 相同 的 除数 10 连续 除 而 得 : 


10 | 1998 
10 [199 …8 
19119 …9 
10 9 

0 


其 实 , 如 果 骨 相同 的 除数 P(PZ>2) 连 续 除 某 个 数 ,就 可 得 到 这 个 数 
的 了 进 制 表示 。 关 于 了 进 制 有 下 面 的 定理 : 

定理 2.3 设 P>2 是 整数 , 则 任意 正 整 数 a 唯一 地 被 表示 为 
a=apr tap lt+taptaoaE NO0<a,<p,0Sa< 
Psi=0,1,2,n -1(1)。 

证 明 : 存 在 性 

因为 a,p 均 为 正 整数 , 故 有 非 负 整数 g1,ao 使 4= qip+ao,0 
Sao < po 
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若 g=0 则 a=ao<p 已 表示 为 (1) 的 形式 。 若 0 才 q1<p， 
则 令 gq1=a1, 故 a 二 aip+ao, 也 表示 为 (1) 的 形式 。 蔡 gy >p, 则 
存在 92,a1€2Z 使 g1= gzp+at,0 入 a1<p,92 隆 0, 由 此 a= gap? 
+aipt+aos 车 0<g2<p, 令 9g2=G2 则 a=a2p?+aip+ao, 表 
示 为 (1) 的 形式 。 若 9? > 户 , 则 存在 g3,82EZ 使 gz = qg3p+a2,0 
入 az< pg3 隆 0, 则 a = gsp ?+azp?+aip+ao。 依 此 下 去 ,因为 
qi>q2>g3>…, 故 最 后 必 有 正 整数 由 < pq = a, 使 4=asp”+ 
aa-tp ++taptao, 其 中 0<a,<p,0Tai<p,i=0,1,2, 
“nn—lo 

唯一 性 : 

车 a 即 可 以 表示 成 : 
a=anp tt arp ttaptaoaEN,0<a,<p,0Ta;< 
psi—0,1,2,n 1 

又 可 以 表示 成 : 
a=6p" to Pp te top+too bEN, Ob <p,0Lb <, 
i=0,1,2,.…n -1 

则 Pl(ao-60) ,XO0<ao<p0<po dp ao-bo 即 co= 
boo 同 理 可 证 a; =b(i=1,2,…n) 

即 a 可 唯 - -表示 成 eat + as_1p” lttarp+ao,a€EN, 
0<a<p,0Sa<0,i=0,1,2,…n-1 

例 1 设 N 为 正 整数 集 ,在 IN 上 定义 函数 如 下 : 

(1) f(1)=1,7(3)=3; 

(2) 对 n€EN, 有 (2n)=f(n), fl4n+1)=2f(2n+1)-f 
{an),/(4n+3)=3f(2n+1)-2f(n)。 

试 间 有 多 少 个 ,使 n 所 1988 县 f(n)= ne 

解 :由 条 件 (1) 和 (2) 可 得 : 
| -lil2ls | 5 5|7[8 9 oj 四 四 区 16117 
[al 1 513l1 5|13|7|11915|33 3iu|7 4| 1 117 
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观察 发 现 ,在 n 志 17 的 范围 内 ,有 

FE)=1, F271)=2 1, f+1)=2+1o 
显然 ;满足 An) = 的 数 不 仅 是 2 土 1 型 ,如 f(21) = 21。 这 启 
发 我 们 从 二 进 制 的 角度 来 讨论 问题 ,将 上 面 表格 中 的 数 改 为 二 进 
出 表示 , 便 有 : 


10|11100 10!| 110 1 1000 | 1001 10111 1100 | 1101 | 1111 ;10000 


a 


fn) 1 ojool 1011011| 0001 | 1001 | 1101 |; 0011 tt | ut 00001 
从 表 中 可 以 看 出 当 = (asar-1,…,41,40)2 时 ,似乎 有 Fn) = 
(aoal ,a1-1,41)2,41 王 1。f(n) 即 是 把 的 二 进 制 倒 过 来 
写 。 


为 f(2x)= je) 所 以 只 须 考虑 x 为 奇数 的 情形 。 由 已 
知 (1) 可 见 ,n=1 或 3 时 结论 成 立 。 设 命题 对 x<! 时 成 立 ,下 证 
nn 二 {时 命题 也 成 立 。 

(DD 设 1=4k8+1, 1={tt2 ,ta01)y,t€E 10,1|,i=1,2, 
um, 于 是 = (ty ts, tn)2s2kR+1= (t,t tml)2 

所 以 ,由 (2) 及 归纳 假设 有 

Fl4k + 1)= 27(2k +1) ~ f(k) 


= 2 (tm tts 1)3 — (tno tm 1) 


= (Ot, ty 1 t1) 


(2) 设 1=48+3, 则 1= (cp ,tm11)z, 由 (2) 及 归纳 假设 
有 
fl4k +3)= 3f(2k + 1) — 2/(k) 
= 2f(2k + 1) + f(2k + 1)— 2f(8) 


= 2 (tm tm st10), + Cems tm rest) 


= Uns tm 10) 
= (llin tm 1) 
这 说 明了 , 当 n = 7 时 命题 成 立 。 也 就 是 说 明了 对 于 n= 
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TO 
(tms tm -1，…t1)a。 我 们 称 具 有 这 种 性 质 的 数 为 二 进 对 称 的 。 易 
证 无 论 m=2mm1, 还 是 m=2m1 -1, 恰 有 m 位 的 二 进 对 称 数 的 
个 数 都 恰 为 2"i 1。 因 为 1988= 《11111000100)2, 所 以 不 大 于 241 
的 对 称 数 有 
2(1+1+4+8+16)+25=94 个 。 
又 24 = 2048, 对 当 1988 < ?< 2048, 对称 数 只 有 两 个 , 即 
11111011111)2, (11111111111)2。 所 以 ,满足 nx 志 1988 日 f{n) 
-nn 的 数 n 共有 92 个。 


$2 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍 数 


2.1 最 大 公约 数 和 最 小 公信 数 

定义 2.2 设 之 2 是 整数 ,车 cl,az,……，an 不 全 为 零 , 且 | 
aidlaa dlas 则 了 叫做 al,az，…an 的 公约 数 ,其 中 最 大 者 
叫做 最 大 公约 数 , 用 记号 (a1,4a2,…,a) 表 示 。 

定义 2.3 若 (al,az，……an)=1, 就 说 uiyaz，…，an 互 素 。 

alya2,…ian 互 素 与 两 两 互 素 是 不 同 的 概念 。 例 如 ,6,10,25 
互 素 ,但 (6,10)=2,(10,25)=5, 即 6 与 10,10 与 25 均 不 互 素 。 

定义 2.4 设 nP>2 是 整数 ,车 a1|m,az|m,…, arim 则 m 
叫做 ai,az,…，,an 的 公 倍数 。 正 公 倍数 中 最 小 者 叫做 最 小 公 售 
数 ,用 记号 [al ,a2,… ,a ] 表 示 。 

由 定义 2.4 可 以 推出 如 下 性 质 : 

定理 2.4 (1) (a1,42)=(a2,01)=(-a1,a2); 


一 般 地 ,a1,a2,"… aryah) 一 (asd 1s 8) = (一 


Qisa2s ns GR); 
(2) 车 a11 6,j=2,…,, 则 (414,42) = (aiyaz yat)= 
lail; 
(3) 对 任意 整数 xz,(a1,42)=(a1,4a2,217); 
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{ara sa) (clya2 rs aR ArT) 
(4) 对 任意 整数 xz,(al,a2)= (al,a2+ al7)， 
asa2r da sa) (a a grs a 
- a) 

定理 2.5 [al,a2]=[4a2,41] 一 [~ ui1,a2]; 一 般 地 有 ， 

[Larsaa sa a ] = [a a aa] = [dsa2, 
ap] 

(2) 若 ialal, 则 [alaz]= :iail; 车 aj|a1,j=2,…, 上 * 则 
[aityaz sar]= larls 

(3) 对 任意 的 gilaiiaiazi=[ayaayd]i[alaz agl 
=[alaz，maryc]- 

证 明 留 给 读者 。 

定理 2.6 一 组 数 的 公 倍 数 恒 是 其 最 小 公 倍 数 的 倍数 。 

证 明 : 设 a),a2,…,as 的 最 小 公 倍数 为 m, 即 [a1,a3,…, a] 
三 mn, 并 设 mi 为 a1,a2,…,a, 的 任 一 公 倍数 。 由 定理 2.4 有 1 
= mg+ri0sr 扩 mm 又 alyaa yan 均 能 整除 mi 与 到 ,有 ai， 
42,…,4n 均 能 整除 ~, 即 > 也 是 4a1,42,…,a 的 公 倍数 , 若 ~>>0， 
则 与 m 的 最 小 性 矛盾 。 所 以 +=0, 即 m1 = mq。 

定理 2.7 一 组 数 的 最 大 公约 数 是 它们 的 全 体 公约 数 的 最 小 
公 倍 数 。 或 者 说 ,一 组 数 的 最 大 公约 数 的 全 体 约 数 就 是 这 组 数 的 
全 体 公约 数 。 

证 阴 : 设 d1,d2,d3,…,d 是 salea，…as 的 全 体 公约 数 ,并 
设 其 最 小 公 倍数 为 4 = [di,d2,4ds,…dm]。 qd 是 di, dz,d3,*… 
dm 的 最 大 公约 数 ,而 ci 为 di,d;,d3,…d。 的 公 倍 数 ,由 前 面 定 
理 知 dar,d|a2,…,d|as。 所 以 ,d 为 a1,a2,…,an 的 公约 数 。 
因此 ,4d 为 di1,d2,d3,…d， 中 的 某 一 个 。 又 d 是 di,d2,d3s…dn 
的 最 小 公 倍 数 ,所 以 d 是 d1, ds,d3,…d 中 最 大 者 。 于 是 ,最 大 
公约 数 是 全 体 公约 数 的 最 小 公 和 倍数。 

定理 2.8 设 a,b,c 是 任意 三 个 不 全 为 0 的 整数 , 目 a * bg 
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+eygEZ. 则 (ae 5) 一 (bc)s 


证 明 : 


因为 , (a,b)la,(a,b)ld 
所 以 ,(a,b)|e 

所 以 ,(a,b)S(b,c) 

同 理 可 证 (8,c) 专 (a,5) 
所 以 ,(a,6)= (6,c), 


关于 求 多 个 数 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍数 ,有 如 下 性 质 : 


性 质 : 


(1) (etyaz 4) (a1 42 0s) (asri an))， 
ls<n 


(2) [etaz ao]=[[alaz aa,[asto an]]， 
ls<n 


(3) [mars maz man] = m[al,a2, an] 


这 三 个 性 质 的 证 明 留 给 读者 。 


例 1 对 于 任意 自然 数 ,证 明 分 数 半 于 人 不 可 约 。 
证 明 :… (21n +4,14n+3)= (7n+l,l4n+3)=(7n+1,7n 
+2)=1 
二 全 二 3 不 可 约 。 
例 2 设 m>0,n>0, 且 m 是 奇数 ,证 明 (2” 一 1,2”+1)=1。 
证 明 : 设 (2" 一 ,2*+1)=d, 则 存在 3,t,EZ 使 2*=sd+ 
1,2"=td+16 
由 此 2 = (sd +1)”,2™"= (td +1)”， 
则 2 = pd +1= gd -1,p,9€EZ2, 
所 以 ,(g-p)d=2， 
所 以 ,4d12, 因 此 d=1 或 2 
又 因为 2 一 1,2” + 1 都 是 奇数 ,所 以 d=1 
即 (2” -1,2"+1)=1。 
例 3 没 久 ,=497+ nw?, 函 数 A(z) 定 义 在 自然 数 集 上 , 且 对 


任意 一 自然 数 nx，f(n) 为 xx 与 xn+1l 的 最 大 公约 数 , 求 画 数 (xx) 
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的 值 域 。 

解 :一 般 的 有 ,un = p+n?,(n€N)。 
首先 证 明 f(n)12n +1, f(x)|4p+1。 
因为 ,fn)| ptn’, fin)lp+ n+l1), 
2n+1=pt(nt+1)?- (p+n:), 
所 以 ,ftn)l2n +1, 3 fn)l2( p+ nn), 
所 以 ,， f(n)|2p-no 
又 4pt+1l=2n+1+2(2p-n), 
所 以 , f(n)|l4p+1。 
其 次 证 明 , 对 4p +1 的 任意 一 个 正 因数 2r+1, 有 f(r)= 
2r+1。 
由 7)|2r +1, 只 要 证 明 2r+1| f(r)。 
因为 , 4(72+p)=(2r+1)(2r—1)+(4p+1), 
所 以 ,2r+114(r2 十 力 )。 
又 因为 ,(2r+1,4)=1， 


所 以 ,2r +1l(r?+p)。 (01) 
因为 ,p+ (r+1)= (ri+p)+2r+1, 
所 以 ,2r+1lp+(rz+l)。 (2) 


由 (1),(2) 知 2r+1|f(r)。 
综 上 所 述 ,对 于 w= p +n?,f(x) 的 值 域 为 4p + 1 的 正 
因数 的 集合 。 
当 p=497 时 ,4p+1=3x13X17, 了 (xz) 的 值 域 为 {1,3， 
9,13,17,39,51,117,153,221,663,1989|。 
2.2 办 转 相 除 法 
由 定理 2.6, 我 们 可 以 归纳 出 求 最 大 公约 数 的 方法 一 一 纸 转 
相 除 法 。 轧 转 相 除法 也 叫做 Euclid 算法 。 
定理 2.9 设 uo, twi 是 给 定 的 两 个 整数 ,zi 天 0,xi 天 zxo, 可 
以 得 到 下 面 的 大 +1 个 等 式 
uo= Goxl+aM20<a2c|ali 
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Wi Git 0 

2= q+ ua 0 ua < us 

i (1) 

Hh-2 = 20 OS el 

UE Glu URL OC WEL 

Ug Glik+1 

证 明 :因为 wi 关 wo, 故 存在 go,wz, 使 w0= gout + ww2,0< uz 
< | 成立。 如 果 wz|wi, 则 定理 对 = 1 成立 。 如 果 ww2 关 4 就 
得 到 (1) 中 第 二 个 式 子 。 依 次 下 去 ,有 | ul> uw2> uw3> > wl 
>0, 及 (1) 的 前 j 个 等 式 成 立 。 若 t+ 1 | w, 则 定理 对 =j 成 立 ; 
车 w+1 隆 ww, 则 继续 对 w+ w 应 用 定理 2.8, 由 于 wi 的 正 整数 
只 有 有 限 个 , 故 这 个 过 程 不 会 无 限 做 下 去 ,一 定 会 出 现 某 个 ,要 
么 Da 要 么 (mt 可)=1。 

定理 2.10 在 定理 2.9 的 符号 和 条 件 下 ,有 : 

(1) w= (uo0, 41); 

(2) dwuo 且 diwui 的 充 要 条 件 是 d 1 ui 41; 

(3) 存在 整数 zo,x1, 使 得 下 式 成 立 

Ms = .rout Liul 

证 明 : 由 定理 2.9 中 (1) 式 的 最 后 一 式 开始 ,依次 向 前 推 ,可 得 


Wri (ur te) = (ma ta) = (W127) = = (21) = 


{u1, u0) 

由 此 证 明了 《1)。 由 (1) 即 可 得 (2)。 

由 定理 2.9 的 第 色 式 知 ,wt =u-1 -ga 及 Uk = tk 
去 了 
mu, 依次 利用 定理 2.9 的 各 式 ,可 相应 地 消去 ,wp 2,… 3， 
42, 最 后 得 到 ws +1 关于 uo 和 wi 表达 式 。 即 & 11 可 以 表 为 关于 
2a0 和 wi 的 整 系数 线性 组 合 。 显 然 , 当 xil uo 时 ,定理 2.10 也 成 
立 。 
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推论 :对 于 任意 的 两 个 整数 a 种 5,(a,b)=1 的 充 要 条 件 是 
存在 s,tE&EZ, 使 as+ 抵 =1。 

证 明 :“=>" 由 定理 2.10 可 得 。 

“<=" 设 (a,b)=d, 因 为 ,as + B=1， 
由 dla,dlb 可 dl|as +t be, 

斯 以 ,dil, 义 d>>0， 

所 以 ,d=1, 即 (a,b)=1。 

定理 2.11 设 8,c 中 至 少 有 一 个 不 为 零 , 且 (a,c)=1, 则 
(abc)= {6,c), 

证 明 : 因 为 (a ,c)=1, 则 存在 s,:€ ZX, 使 as + ct=1。 于 是 
(ab)ste(tt)=6, 记 di=(ab,e), dy=(5,0), 则 di1158。 所 以 
di 是 6 和 ec 的 公 因 数 , 故 di1d2。 叉 d215, 知 d2jab, 所 以 ds 是 
op 和 的 公 因 数 。 所 以 d2idi,di= dz 

推论 1: 药 (a,b1)= (a,b2)=…=(a,b,)=b 则 (a ,68152*… 
6)= 1 

推论 2: 设 m,n 为 正 整数 ,车 (a ,56)=1, 则 (a”,b”)=1。 

扒 沦 3: 设 (a;,6)=1,i=1,2,… ,mj=1,2,…1; 则 {alaz 
ram bib2 by) =1o 

定理 2.12 车 (a,c)=1, 且 clab, 则 cl1b。 

证 阴 ; 由 定理 2.6 及 c|ap 知 (56,c)=(ab,c)=|c!。 于 是 |el 
15, 故 c12。 

推论 1: 若 (ab)=1 旦 al 刀 , 则 ab 

推论 2:n 室 2, 若 alataz…an;y 且 (a,ya1)= (4,a2)="… = 人 a， 
Qa-1)=1, 则 必 有 al|a,。 

例 1 求 (216,378) 

解 :378 ==216X1+162 

.216=162X1+54 
162 =54X3 
所 以 ,(216,378)= (216,162) = (162,.54) = 54。 
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将 上 述 过程 逆 推 四 去 ,就 可 得 到 54 关于 216 和 378 的 表达 
式 。 

54 =216— 162 

=216 - (378 一 216) 
=2xX216-378 

定理 2.13 设 a,5 不 同时 为 零 , 则 (a,5)=(a,6-ar)=(a 
-br ,站 对 任意 x 都 成 立 。 

证 明 : 设 d 是 a 和 2 的 公约 数 , 则 41b 一 ar,d|a 一 89。 所 以 
d 是 a 和 45- ax 的 公约 数 ,d 也 是 4 和 a br 的 公约 数 。 若 4 是 
a 和 5 一 ar 的 公约 数 , 则 416 ,所 以 4 是 a 和 5 的 公约 数 。 同 理 ， 
车 4 是 a - pr 和 5 的 公约 数 , 则 dia, 即 4 是 a 和 6b 的 公约 数 。 
所 以 a 和 5 的 公约 数 集 等 同 于 和 户 - az 的 公约 数 集 ,等 同 于 a 
一 br 和 的 公约 数 集 。 所 以 (a,6b)= (u,b-ar)=(a- bx,b), 

由 此 例 t 也 可 以 写成 : 

(216,378) = (378 —216,216) = (216,162)= (216 — 162,162) 

=(162,54)= (162—3xX54,54)= (0,54)=54 

所 以 ,(216,378)=54。 

并 且 ,54 216 . 162,216- (378- 216) =2x216 一 378。 

例 2 设 n 为 正 整数 ,iM 一 2” 1 称 为 梅森 数 (Mersenne)， 
求证 ,( Mi , Ms) 一 1 的 充 要 条 件 是 (4 ,5b)=1。 

证 明 :“>" 设 d=(a,b), 及 a=dp,b=dq,d€Z， 

所 以 ,2 -1=(24)?-1=(24 -DNI,NIEZ, 

2-1=(24)?-1=(24-1)NNEcZ， 

所 以 ,24- 1 是 2* -1 和 2* 1 的 公 尖 数 。 

因此 ,2 -下 1 ,所 以 24 -1=1, 故 d=1, 凤 (ab 二 1 

“一 "不 妨 设 < 之 5 ,由 带 余 除 法 得 4 = gi8+ rT0Srm<o， 

所 以 ,Ms =22 一 1=246 mn 一 20+20 -1=25(242 1) +27 
-1, 

所 以 ,2 一 112%5 一 1， 
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所 以 , (2 一 1,25 一 1)=(29-1,2% -1), 有 (a,b)= (6,ri)e 

若 =0, 则 (22 一 1,2* 一 1)=2 和 4 外 -1=1, 结 论 成 立 。 

若 r1>0, 则 继续 对 (2* -1,2” - 1) 作 同样 的 讨论 ,由 驾 转 要 
除法 可 知 

(24 12 一 1)=20 人 -1, 又 (es 一 1， 

所 以 ,(2* 11,2 一 1)=1。 
2.3 ab={a,b)[la,b] 

设 a ,5 是 两 个 正 整数 ,关于 a,b 的 最 大 公约 数 与 最 小 公信 数 
有 下 面 的 定理 。 

定理 2.14 疯 正 整数 之 积 等 于 其 最 大 公约 数 与 最 小 公 倍 数 
之 积 : 


=(a,b)[a,b]。 
证 明 : 令 (a,65)= qd,[a,b] ~ mo 因为 a6 是 a 与 5 的 公 僧 
数 ,故地 是 整数 。 令 季 =g, 由 此 得 全 ~ 八 , 各 = 如。 
于“ 基 之 有 沽 的 兴 才 ,所 以 站 为 。 避 之 公约 数 ， 设 是 
416 的 任 一 公约 数 。 令吉 二 逆 , 则 由 mm =a 是 =6: 呈 知 吏 为 
4 与 5 的 公 伴 数 。 所 以 


wb 
me hg 
地 一 六 


是 整数 。 即 a 与 5 的 任 一 公约 数 h 都 能 整除 g ,这 就 是 说 ,ge 是 a 
与 6 的 最 大 公约 数 。 即 


亦 即 
ab=(a,b)[a,b], 
推论 :车 (a ,56)=1, 则 [a ,6]=ab。 
这 个 定理 说 明 求 两 个 数 的 乘积 可 以 转化 成 求 这 两 个 数 的 最 大 
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约 数 和 最 小 公 倍 数 。 
定理 2.15 4 为 aiaz…ev 的 最 大 公约 数 的 充分 必要 条 件 是 


Cavazan)=-d 名 |( 刍 , 学 ,… 汪 )=1 


证 明 : "全 " 反 证 法 。 
Q1 az 


ad 
至 ,至 都 是 整数 , 即 41,42,…,4, 的 公约 数 da > 4d, 与 假设 下 


已 知 (al, a2,… an) = do 到 S$)=a>1, 则 侈 


盾 ， 8 人 全， 光一 学 ju 
一 " 反 证 法 。 
已 知 ( 鱼 , 学 ,…, 爷 ]=1。 着 (avaay an) 天 4, 则 由 已 知 ， 


如 为 alyaz, av 的 公约 数 , 所 以 (a,a2,…a,) = ddi>d, 这 里 


41> 1。 这 就 是 说 呈 ， 宅 ,…, 宇 有 公约 数 di > 1, 与 假设 


( 呈 , 办 ,至 }=1 矛盾。 所 以 (alvaz aa)= as 
定理 2.16 若 (ai,az,…an)=d, 则 
{1) (Railykaez pan) = kds 
(全 生生 
其 中 a 为 al az,…，,an 的 公约 数 。 
明 : (1) 应 用 定理 2.15, 由 (at az,…as)=d, 得 


22 .… 党)=1 即 


dd 
(名, haz 、 各 -1 
ld’'hd’ "kd 


SE 


得 
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(Etkaz kan ) = kd 
(2) 和 由 (eaa…ea)= 台 得 


全 La 学 j-1 


dd 
从 而 有 
| Es 2 加 
1 d a1 42 .如 1 也 
| d dd ’” ad -1 即 ,( 扫 ,各 ， ,2) a® 
a a a 
由 此 定理 ,可 知 ,车 a 是 a1,42,…a 的 公约 数 , 则 
Garveren)= (aa 二 as 人 
a 
= 


这 就 是 说 ,在 求 最 大 公约 数 时 ,可 以 把 任何 公约 数 提出 来 。 

例 1 设 a,6b 是 自然 数 ,在 a,2a,…,ba 这 6 个 数 中 ,共有 多 
少 个 的 倍数 ? 

解 :由 于 在 a,24,…,&a 中 任意 一 个 数 都 是 a 的 倍数 , 故 凡是 
的 倍数 必 是 ,2 的 公信 数 , 也 必 是 [a ,5j 的 倍数 , 故 忆 的 倍数 的 


个 数 为 [说 = (ab)。 
例 2 已 知 两 数 的 平方 和 是 468 ,它们 的 最 大 公约 数 与 最 小 公 
倍数 的 和 是 42, 求 此 两 数 。 


解 ; 设 所 求 的 两 数 为 zy 有 (zy) = dx,y]= 学 。 由 题 


意 : 
x+ y=468 
| 
令 r=esdrl y=co (zy)=1， 
原 方程 组 可 化 为 : 
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Ira 2) 


由 人 2 知 4 只 能 到 1,2,3,6, 此 时 有 
J ty -17 (x1 + y=52 tl3 
[zy =20 Lriyi=13 Lxiy1=6 
由 此 , 仅 当 d=6,x1=2,y1=3 时 方程 组 有 解 。 所 以 ,x 12， 
y=18。 
例 3 设 $ 了 SCN, 且 对 加 法 封闭 ,自然 数 m,d, 对 于 x> 
mszES 的 充 要 条 件 是 d|x。 
证 明 ; 设 ao 是 S 中 最 小 的 数 ,如 果 co 整除 S 中 所 有 的 数 , 令 
4 =aoo。 否则 存在 aiE S,ao 闫 a1, 令 d1={a0,81), 则 di1<avs 
车 di 整除 S 中 所 有 的 数 , 令 d= di。 否 则 在 S 中 有 a2,d1 才 a2。 
今 d= (di,d2), 则 ds< di。 依 此 下 去 ,由 十 ao> di1> ds>…， 
所 以 经 过 有 限 步 后 这 一 过 程 必然 停止 。 即 存在 du 整除 S 中 所 有 
的 数 。 令 d 王 qd,, 即 d= (a1,a2,…,aw), 则 存在 xo,xi ,un 
Z, 使 得 下 式 成 立 : 
uvagt uart tunmn=d 《1)。 


(1) 式 中 的 w 可 能 是 负 的 ,车 w<0, 则 在 (1) 的 两 边 加 上 
(+ 妾 jC 到 ), 因 为 dai,(1) 式 变 为 ;woao + wiiar+ + 


一代 ,其 中 gEN,wzmax(0, ~ 出 和 j,i=0,1,…no 令 
m 三 gd, 则 在 n>m, 并 且 din 时 , 必 有 .rES。 事实 EF,x m= 
qoa0 +t r,0Er < aoo 


所 以 ,dlr， 


四 pa 和 La 
所 以 ,r= Want+ wiarte+u n= dd 
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其 中 ,w= 地 wis0 和 Sn, 于 是 = gouaot m+r= goag+ 
qd +rs 

,r= ga0t (uotu boat (ut ui at t+(unt+ 
ay)an, 由 S 对 加 法 封闭 ,所 以 z€E S。 


$3 算术 基本 定理 


3.1 算术 基本 定理 

定理 2.17 设 p 是 素数 ,p|aiaz, 则 pla 或 pla2。 

证 明 工 :不 妨 设 sl >0,as>0, 若 户 | ai, 考 虑 数列 a1,2a1， 
3a1,… ,kal，,… 这 数列 中 必 有 数 可 被 p 整除 ,如 pa1。 由 最 小 数 原 
理 知 ,该 数列 中 被 p 整除 的 数 中 必 有 一 最 小 的 , 设 为 na1。 显 然 有 
1< nn 二 p, 下 证 n=p。 若 不 然 ,由 带 余 除 法 知 p= gn+r(l&r<< 
nn),r 之 1 是 因为 p 是 素数 ,nhp, 故 户 | ral, 这 和 nal 的 最 小 性 巴 
盾 。 最 后 证 p14a2, 由 带 余 除法 知 az= sp+ 4,0 所 1<<p, 所 以 pi 
tael, 由 pai 的 最 小 性 , 必 有 :=0, 则 p |a2。 

证 明 开 :不 妨 设 41 实 1,as 之 1, 用 反 证 法 , 反 设 结 论 不 成 立 , 由 
最 小 数 原理 知 , 必 存在 最 小 的 素数 ao ,使 结论 不 成 立 , 即 存在 al， 
a2, 使 得 pol a1a2, pota1, pa+az。 考 虑 所 有 这 样 的 数 对 jai,azl 
组 成 的 集合 了 ,由 最 小 数 原理 知 , 必 有 al* ,a，* 属于 这 集合 , 且 使 
ai az 最小。 此 时 必 有 1< ai < 加 ,1<a < po, 和 否则 , 若 a1* 
>po, 则 由 带 余 除 法 可 得 al” = qpo + ri,0< rc 了 pb, 则 数 对 | rr， 
a2" | 也 属于 集合 T。 但 maz "<al az ,这 和 a1"as 的 最 小 性 
矛盾 。 设 a1 "a2' = poc, 由 前 知 2 委 c< po, 则 有 素数 p11c, 由 pi 
< po 及 po 的 最 小 性 知 ,p11a1' 和 思 1} 4s" 至少 有 一 个 成 立 , 设 pt 
jai, 则 有 (人 jaa* = p (后 ), 显 见 数 对 | 扫 ,a2* 1E 了 ,与 

心 1" a2" 的 最 小 性 矛盾 。 
由 证 明 工 ,I[ 不 难得 到 一 个 简单 的 证 明 。 
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证 明正 : 若 phai, 则 (p,a1)=1, 又 因为 p|ataz, 则 必 有 上 | 
aze 
推论 1 设 p 是 素数 ,pla?, 则 pl|a。 
推论 2 设 是 素数 , 若 p|ala2…a,, 则 在 plal,p|a2,…， 
pla; 中 至 少 有 一 个 成 立 。 

定理 2.18 《算术 基本 定理 ) 设 4>1, 则 必 有 a= pip2p3 
PP (1), 其 中 p(1<j 专 ;) 是 素数 , 且 在 不 计 次 序 的 意义 下 ， 
表达 式 (1) 是 唯一 的 。 

证 明 工 : 在 第 一 章 中 我 们 证 明了 表达 式 (1) 的 存在 性 ,下 面 来 
证 明 唯 一 性 。 

不 妨 设 加 委 思 … 委 户 , 若 e 还 有 表达 式 4 = g192… gr91 实 
92 科 … 天 9 其 中 0(1 委 ij 委 站 是 素数 ,下 面 证 明 "=s, 且 局 = 必 
USI:) 不妨 设 ">se 由 gila= 1p2…p,, 则 由 定理 2.17 知 
必 有 个 p; 满足 g1|p,, 由 于 qi; 和 广 是 素数 , 故 gj = pj, 同 样 地 由 
Piia 二 g192…qr 知 必 有 某 个 q; 满 是 p11g;, 因 此 p= 9;, 由 gl 专 
= , 故 1=q1。 则 q2q3…g, = pzpa…ps 同 理 可 得 qs = 
pa 三 sq"…gr 一 1 则 必 有 =5, 即 不 存在 g;+1、… ,qo 

把 式 (1) 中 相同 的 素数 合并 , 即 得 

a pp pe p<pa<<p, (2) 

(2) 式 称 为 a 的 标准 素 因 数 分 解 式 。 简 称 标准 分 解 式 

证 明正 : 反 证 法 。 反 设 ao>1 Ee 
故 ae 必 有 两 种 方法 表示 成 素数 之 积 , 设 为 ao= pip2… ps = gigqz 
gi 其 中 记 ,gqi(1 所 j 志 5 ,1 信 1 仿 7) 都 是 素数 ,不 妨 设 Pe 
p41 所 ga 人 9,。 显然 ,ao 不 是 素数 , 则 必 有 


S22,r>2 {1) 
其 次 由 an 的 最 小 性 可 知 ,对 任意 的 7 和 i 必 有 
Pg (2) 


不 妨 设 gq1>pi, 则 有 
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Il<pbo=ao" pig2%qg= (gq1- Pi)g2"* gr <ao (3) 
显然 有 p1160, 设 bo= p11, 设 bo 的 素数 分 解 式 为 


bo= Pip pa, b= Pap (4) 
其 中 p 2,… ,p's 是 素数 。 当 gq1 一 p1=1 时 ， 
b= gq2'" gr (5) 


当 9 -p11>1 时 , 必 有 qi 一 pi1 的 素数 分 解 式 gi 一 pi = gi… 

qu3s9ulls5 委 y") 是 素数 。 由 此 得 到 bo 的 素数 分 解 
Pu= 911912…GDG2 9r 《6) 

由 请 ,91 都 是 素数 及 gi 关 pi 知 ,pihgi - pi1, 故 在 bo 的 素数 
分 解 式 (5) 或 (6) 中 不 会 出 现 pi, 所 以 (5) 或 (6) 是 和 (4) 不 同 的 素 
数 分 解 式 ,但 由 (3) 知 ,这 和 ao 的 最 小 性 矛盾 。 

定理 2.19 定理 2.17 和 定理 2.18 等 价 。 

证 明 ; 由 定理 2.17 可 推出 定理 2.18。 见 定理 2.18 的 证 明 


下 由 定理 2.18 证 定理 2.17。 用 反 证 法 。 
设 有 案 数 po, 正 整数 el,a2 满足 polaia2, potal, pota2 
显然 有 a1 宇 2,45 之 2,4a142/po 写 2, 设 
人 1 二 pupir “pir 
Q2 二 pal p22°** Pas (1) 
a102/po= pip2'**p,, 
其 中 pi, p32, Pr (li 坟 7 ,1 所 jj 所 s,1 坟 上 所!) 是 素数 。 由 
olal 知 pyj 关 po,(1Sj 人 7), 由 polaz 知 py 了 po, (ljSs)o 
这 样 由 (1) 式 就 得 到 了 a1a 的 两 种 不 同 的 素数 分 解 式 

Qa142 = Pup pirpa p22 Pars 

和 ala2= popipa'* ps 

这 与 定理 2.18 矛盾 。 
3.2 正 约 数 的 个 数 

定理 2.20 设 整 数 a 的 标准 分 解 式 是 
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Qa= pl" pa pr pl pa pa >0,i=1,2,s 
那么 d 是 a 的 正 除 数 的 充 要 条 件 是 
d= pp pr ,0Ee Ea,j -1,2,"so 

证 明 : 充 分 是 显然 的 。 下 证 必要 性 。 

当 d=1 时 6=0,j=1,2,…s ,结论 成 立 。 

车 d>1 时 , 则 由 dla 知 d 的 素 因 数 必 在 p1,p2,…, 中 ,所 
以 4 的 标准 分 解 式 必 为 

d=p1"p22 pr ,0 ,lI 
下 证 ,ej 所 &@, (1 所 j 似 s) ,只 证 el 委 al 即 可 ,其 它 辐 理 。 
车 e1>ai; 则 由 dia 推出 ， 
Pi "par pe | p22 pr” 

所 以 ,pi| p23 pr 

所 以 pj 必 与 p2,p3,…p, 之 一 相等 , 芳 盾 。 

推论 1 设 4a,b 是 正 整数 , 且 

a= pi pr, b= pi pi ,is B20,i =1,2,",ko 

则 (Ca.6)= pri pe [a,b]= pot pa pea, 

其 中 ,y=miniai,B1,6;=maxlai,Bl,i=1,2,… ,ko 

推论 2 车 (a,5)=1,a65=c, 则 a=2,b= 凡 。 

证 明 ;: 设 c= pi%… pt,P1< p2<…<p, 是 素数 ,aj 实 0,j 二 
1,2,…s, 则 可 设 

a= pi pa, b= pe pr, B20, ;0, ab= et 

所 以 ,B+ ;= kaj, (TEI) 

由 (a,5)=1 知 min!B;,71=0,0 扩 7 所 s, 则 有 

记 =0,7;=kaj 或 久 =kaj,Y;=0, 则 a= 玉 ,p= 太 , 显 见 w= 
(asc) ,v= (b,c), 

定理 2.21 设 a 是 正 整 数 ,r(a) 表 示 a 的 所 有 正 约 数 的 个 
数 ( 通 常 称 rz(a ) 为 约 数 函 数 )。 

车 a 的 标准 素 因数 分 解 式 a = pi py,P1<p2< "<< 反 ， 
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a >0,i1=1,2,…s 网 
ra}= {at l(art l(a +1}=r( (pi)r( pi) 
(ps )。 
证 明 ; 由 定 理 2.19 知 a1a 的 条 件 为 
d= pp ,其 中 0SeSai,i=1,2,… ,30 
而 e. 有 a;+1 种 可 能 (i 1,2,…,s), 故 d 有 (al+1){(az+ 
1D…(a, 二 1) 个 形式 , 即 


ra)=r pi pa ps) = L(+1), 

推论 : 若 (a,5)=1, 则 rlab)=r(a)r(b)。 

证 明 : 设 a,6 的 标准 素 因 数 分 解 式 为 a = p11 p22… pn, 
= gg 由 (4,6)=1 知 pi,i=1,2, ,nj 1;2, 
,于 是 


re (al+i)(az+l) (a tl) (BI +) (B+1). (Bo 十 
1)=r(a)r(b) 


此 定理 说 明 只 要 知道 了 正 整 数 a 的 标准 分 解 式 ,也 就 知道 了 
它 的 所 有 的 正 约 数 ,这 一 点 有 重要 的 应 用 价值 。 


例 1 设 w 是 自然 数 ,证 明 pla)’ 
Ron- 二 
证 明 : 设 = 的 标准 素 因 数 分 解 为 2 = pi 和 1p2*…p 三 , 则 


grtn)=a (1 让) (DD 


>>z 人 (1 到) 人 (二 六 (人 -去 }J0+D…G+D 
= 人 (二 ) 2 
于 是 ,9(2)>。 
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例 2 试 确定 r(l) + r(2)+…+Fr(1990) 的 奇偶 性 。 

解 : 设 ”的 标准 分 解 式 为 

n= pi pa pe {2) 

其 中 pp 拖 p2 攻 pasas 宇 1,(i=1,2,.…k) 

则 zrCn)= (0+ D(aztl).(a+1), 

由 此 可 知 车 r(n) 为 奇数 , 则 a;,i=1,2,… ,都 为 偶数 ， 

设 a=27i,i=1,2,…,, 则 

n=(p1"m… Pr)?, 即 = 为 完全 平方 数 。 若 n 为 完全 平方 数 ， 


则 r(xn) 必 为 奇数 。 


由 于 ,45>w 1990>44 
所 以 1 至 1990 中 有 44 个 完全 平方 数 , 即 在 r(1) ,rt2)，…,r 


(1990) 中 有 44 个 奇数 。 


所 以 r(1)+r(2)+…+r(1990) 为 偶数 。 
例 3 设 整数 <,5,c 大 于 1, 证 明 : 
[a,b ,ch 一 (ac) 
[ae,oj[6cjtc,aj {a,b)(b,c)(c,a) 
证 明 : 设 as ,5,c 的 标准 素数 分 解 为 :a = pi p22… Pps", 二 


Pi p22 pr sc = pie pe, 其 中 ai, Bi, Yi20,i=1,2, ,no 
易 证 ， 


[ea,p,c]= 站 Pen 用， 


(ape 一 丰 六 le 

不 芒 设 ,wi 委 册 委 放 =1 2 于 

于 是 
2maxt a;,B:, Yi —maxlai, 8 一 max|8 Yi! — max{ ai, yi 
=27. -BY -Y= -PB 

2mini ai, Pi, Yi] ~ minta;, Bl ~ mindB:, 7;) —min{ ai, 7 
2a -oa -Ba=™ ~pB 

命题 得 证 。 
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例 4 若 N 仅 为 200…0 或 500…0 形 的 数 ,日 w(N)=2000， 
求 N。 

解 :因为 ,N=200…0 或 500…0 

所 以 ,N=25 1! 或 N=2'57'1 

g(N) = 2054-1 @ 3)(1 于 } = 20 ?或 p(CN) = 
2 

又 g(N)=2000=2453=231153 

N=235+ = 5000。 
3.3 正 约 数 的 和 与 积 

定理 2.22 设 “ 是正 整 数 ,o(a) 表 示 a 的 所 有 正 约 数 之 和 . 
那么 ,a(1) = 工 当 a 有 标准 素 因数 分 解数 a = pi"p2"”p,"* 时 

-1 pol prtt 1 
全 一 二 -让 所 1 
= ol p11)a( pe) (1) 

证 明 上 : ol1)=1 显然 。 
当 a = pi"pa"… pr 时 ,把 乘积 
(tprt pet + pi") 
X(1+ pat pa te + pa”:) 


sola)— 


X (1+p,+ ptt+ pt) 

展开 , 则 共 形 成 (al + 1)(a2+1)…(as+1)=t(a) 项 ,其 中 每 
一 项 都 是 p1 "p22… 0 后 科 ai -1,2,…,s 的 形式 , 即 每 
一 项 都 是 a 的 约 数 , 且 每 个 约 数 只 出 现 一 次 , 故 可 得 (1)。 

在 采用 第 二 种 证 法 前 ,为 把 证 明 叙 述 得 更 清楚 , 先 引进 几 个 
有 关 求 和 与 求 积 的 符号 ,这 在 数学 中 经 常用 到 。 

设 h 是 给 定 的 整数 ,k 是 给 定 的 正 整数 。 再 设 Z; 是 依赖 于 参 
数 i(h+ 1<27Sh+&) 的 kk 个 复数 。 我 们 记 上 个 复数 和 为 
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二 {2) 
它们 的 积 为 
i G3) 


一 般 地 , 设 Pt ,Ai 习 给 定 的 整数 ,8 ,…,k, 是 给 定 的 下 整 
数 。 再 设 2 六 入 于 参数 ht lt 
(hr+ 1 各 有 十 和) 的 和 有 …k, 个 复数 。 我 们 以 多 重 求 和 号 
Z 


i 


{4) 


表示 这 天， 省 


et (5) 
Ce 
jr 


表示 这 些 复数 之 积 。 根 据 加 法 的 交换 律 与 结合 律 ,多 重 和 式 
(4) 可 家 示 为 累 次 求 和 : 


了 i 
= i (6) 


er 


上 二 和 过 的 歇业 和 式 是 家 示 ,对 画 定 的 1， 先 对 和 
数 记 (ho+1< 记 世 有 + 名 ) 给 出 的 如 个 复数 芭 ,….，,., 求 和 得 到 
Zn ,这 是 依赖 于 参数 i 二 1 二 入 有 二 如) 说 -1 
《1+1 志 i -1h 1+ 各 -1 的 复数 ;再 固定 种,…, i -2, 先 对 参 
数 证 (hi 二 1 各 1 世 有 加 1+ 如-1) 给 出 的 避 -1 个 复数 
Z 名 .,。, 求 和 得 到 Z 扣 ..，,, 等 等 ,通过 这 样 的 求 和 次 序 来 求 出 
多 重 和 式 (4)。 通 常 ,把 这 种 累 次 求 和 称 为 是 先 对 参数 i, 求 和 ,再 
对 也 1 求 和 ,…, 最 后 对 参数 1 求 和 。 显 然 ,由 加 法 的 交换 律 和 结 
合 律 知 ,这 种 对 参数 5 ，…,z 的 标 次 求 和 的 次 序 可 以 任意 选 定 。 
同样 ,根据 乘法 的 交换 律 与 结合 律 , 多 重 乘积 (5) 可 表达 为 累 次 求 
积 
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累 次 求 积 的 意义 和 累 次 求 和 完全 _ 样 


(7) 


设 人 (qd) 是 定义 在 全 体 正 整数 集合 上 的 复 值 函 数 ,a 是 给 定 的 


正 整 数 。 在 数论 中 经 常用 以 下 的 符号 : 


(4)= 函数 在 a 的 所 有 不 同 的 正 除数 上 的 值 之 和 ; 《8) 


SP) = 函数 f 在 a 的 所 有 不 同 的 素 除数 上 的 值 之 和 ; 


(9) 


HW/ = Hf(P)= fn)slr(a) = Rlf(n) = no(a)= 


Am 


引 理 设 f(n) 是 定义 在 正 整 数 集合 上 的 复 值 函 数 , 正 整 数 a 


同 定 理 2.22 中 的 a ,那么 

BD)= Bp pe) 
BD)= He hf pr pe ene 
人 = fp pt) 


(D+1=0<6sw=(-1)+a +1,ltjAs, 
定理 2.22 的 证 明 开 


prope 


os(a)= > 


ppl pe) 


-3 站) > 
继续 对 上 式 右边 的 时 次 求 和 用 以 上 的 推导 ， 最 后 就 得 


a(a)= (Sp) pe) =a( ph)al pe)ae 
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推论 :或 (a,5)=1, 则 ol(ab)=ola)o(b) 

证 明 巾 

例 1 证 明 : 正 整数 的 所 有 正 约 数 的 乘积 等 于 x 和 ,其 
中 z() 表 示 n 的 正 约 数 的 个 数 。 

证 明 :因为 m 的 所 有 正 约 数 的 个 数 是 +(n), 所 以 设 它们 为 


disd2,"" den)o 显然 人 也 是 n 的 r(n) 个 正 约 数 ， 


于 是 有 p= dc 一下 ,下 一下。 


即 记 = mrt9 ,从 而 有 h= xc 和。 
定义 2.5 若 c(a)=2a, 则 2 叫做 完全 数 。 
例如 oO) 1+2+3+672x6, 


a(28) =a(227) = 3 =7x8=2x28, 


例 2 录 下 ,着 2 为 素数 , 则 2" 1(2*“1!) 为 完全 数 ,并 且 
无 其 它 偶 完全 数 。 

证 明 :(1) 令 p=2* -1, 则 

oD))= op) = 
1) =2°2"-1(2" -1) 

所 以 ,2”'(2” 一 1) 为 完全 数 。 

(2) 若 a 为 侦 完 全 数 , 令 a =2” iu,n>1， 2 则 


2 =2a=cta)=a(27 Dew)= 和 2 et) 


Pl a 
3 pi (p+ D2 


2 
即 ou) = 


此 式 代表 & 的 约 数 和 为 两 个 数 之 和 , 故 为 素数 ,县 3 = 
1 有 即 w=2" 一 1, 所 以 a=2* 1(2* 一])。 


例 3 求 还 车 一 正 整数 为 其 真 约 数 之 积 , 则 此 数 必 为 一 察 数 
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之 立方 或 是 不 同 素数 之 积 , 且 盛 其 它 正 整 数 上 共有 此 性 质 。 
证 明 ; 设 a 为 其 真 约 数 之 积 ， 


则 a?= Hd= 了 和 
则 a?= Hd 下 村， 


则 上 9 下 号 = 下 [dd 号)= IIa= urto)， 

所 以 rta)=4。 

售 a pi pp Na + 1) (e+1).(a +1) =4, 
车 s 一 1, 则 a1=3, 即 a= pr; 

车 :一 2, 则 a3= a2=1, 即 a= pipzs 

若 :六 3,r(a) 实 8, 故 必 有 

a=p1 ,或 a= pip2。 
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第 三 章 “” 觉 赛 中 的 几 个 典型 问题 


$1 高 斯 函数 [x]、{x} 


[xz] 和 ;xz| 是 非常 重 贤 的 数论 清 数 ,其 他 许多 数学 分 支部 要 涉 
及 到 ,在 国内 外 的 数学 竞赛 中 也 经 常 出 现 含 有 [zj] 及 1z; 的 问题 ， 
这 类 问题 新 颖 独特 ,颇具 启发 性 。 要 解决 涉及 [z1 及 iz; 的 问题 ， 
需要 掌握 有 关 的 基本 知识 和 技能 ,系统 地 学 习 这 方面 的 知识 。 

定义 3.1 没 zER, 不 超过 xz 的 最 大 整数 称 为 高 斯 咕 数 , 记 
为 [z]。 

显然 [x ] 是 整数 , 且 满 足 + -1<[xj 所 x<[r]+1。 子 数 y 
= [zx] 的 定义 域 为 R, 值 域 是 整数 集 Z。 

例如 [3'2]=3,[-3.2]= -4,[3]=3,[ -4]- -4。 

定义 3.2 称 z-[z] 为 > 的 小 数 部 分 或 分 数 部 分 , 记 为 1zj 

显然 0 所 jxi<1, 例 如 ;一 1.2| =0.8,11.2|=0.2,13|=0 

y= ixzi 的 定义 域 为 尺 , 值 域 为 [0,1)。 

任 一 实数 都 能 写成 整数 部 分 与 非 负 纯 小 数 之 和 , 即 x 一 [z] 
+ 1xrilo 


眶 数 y= Tx] 及 y= |z| 的 图 像 见 图 3.1 和 图 3.2。 
$2 基本 性 质 


定理 3.1 设 zx,y 是 实数 ,有 
(DD) 著 < 所 yy 则 [zx] 志 [y], 即 y=[x] 是 不 碱 函 数 
(2) 任意 整数 wi,[x+mj=[z]+m,lrztmil- |zl,izl 
是 周期 为 1 的 周期 函数 。 
(3) [zl+[y] 所 [z+y] 筷 [x]+[y]+1, 其 中 等 号 有 和 且 仅 有 
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4 ~ 
3 一 
中 -- 
路- 
4 2343 
一 -2 
一 上 -3 
一 -4 
图 3.1 图 3.2 
一 个 成 立 。jx + yl 扩 fz) + 1y} 
_ 1_|-[z] XEZ 
OI -| zxZ 
_ -fzl=0 zeZ 
Ri 
证 明 《1) 由 [z] 委 zsy<ly]+1 即 得 
(2) 由 [zx]+ mz +m<([x]+m)+1 即 得 
(3)rty=[rl+lyj+t ri+|y} 0<lri+1yl<2 
当 0<fri+ yj<1 时 , 知 [z 1 y]=[x]+[y] 
当 1Slzl+tiyl<2 时 ,[z+y]=[z]+[y]+[iz! 
+jy 站 =[z]+[fy]+1 
由 此 有 [z]+ [y] 委 [z+y]s[z]+[y]+l 
lztyl=r+y-[xty]Srty-[r] -ty]=1xl 
+|y! 
即 jz+yj 和 zl+jiy| 
(4)zEZ 时 显然 。z 不 是 整数 时 , -z= -fz]-1zj 
= 一 [zj]j-1+1-1 zl 
0<1- {zl<1, 命 题 得 证 。 
定理 3.2 对 正 束 效 m 有 |[[E1]- [二],zER 


证 明 ; 由 带 余 除 法 知 ,存在 整数 9,/ ,使 得 [x] = qm + ,其 中 
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0<r<m,p =g+£ 0< 工 <1 
ID mm mm 


故 [ 上 ]= ,又 去 = [二 E -二 + 


Lm mm nr 了 7 m 


由 于 0< 丰 下 <1 
#0] 


z 
定理 3.3 2ER'nE N, 则 1 至 x 之 风 的 整数 中 ,有 
[至] 个 是 x 的 倍数 。 
证 明 : 因 [ 世 ]<< [过 ]+1 即 过] asz<([ 芝 + 革 jw 
这 说 明 不 大 于 x 而 是 ”的 倍数 的 正 整数 只 有 下 列 | 兰 个 : 
no2neee [| 
例如 100~- 500 中 是 11 的 整数 倍 的 数 有 [| 300 |] - | :00 ] - 
36 个 。 


Fo 


解 :z+y=[z]+[y]+ zi+|y| ,车 fx] +|y| =1, 则 [x+ 
y]=[z]+[y1+1, 由 于 503 是 素数 , 故 当 n=1,2…502 时 ,3 
不 是 整数 , 又 2 + 305(503-n) -305 故 |3052| + 


503 | 503 ) 
[95503 = | -1 


503 jl 
则 [| + [20 2 ]=305-1=304 


将 题 中 的 502 项 两 两 配对 , 即 得 
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sr305， so2 
= 502 
0 -304x 2 -76304， 


例 2 证 明 [xzj+[2z]t+[4r]+[8r]+'16x |] +7327]= 
12345 无 实数 解 
证 明 : 设 = [zj+iri 令 zl=Niri=a'0sc<l 
rl- N,[I2rl=[2n +2a] =2N+ [2a],t47r]=4N+ 
[4a],[8x;=8N1 [8a],'16xr1=16N + [16¢],f32r]=32N+ 
[32a] 故 原 方程 变 为 [2a ] + [4a] + [8a] + [1l6a] + [32a]= 
12345-63N 
由 于 Oa<1, 歼 0S<2a<2,0<4a<4,0<8a <8,0S16a< 
16,0 委 32x<32, 故 有 0<12345- 63N<1+3+7+15+31=51 
即 得 195.0476 壹 N 反 195.95238 ,而 N = [>] 是 整数 , 故 原 方 
例 3 证 明 当 ”= 1,2… 时 ,[(1+v2) 门 交错 地 取 个 数 与 奇 
数值 。 
证 明 : 直 (1 +Y2)*+(1-Y2)"=271+ (W220 + C2) C+ 
576 8 和 2 为 偶数 
(FE) CS + CA] k= | 为 奇才 
又 -1<1-Y2<0, 故 [(1 +Y2)]*+[(1 一 v2)"]- (1+Y2)" 
+(1-vy2)"-1。 
(+V2) "+(-Y2) -1 车 为 偶数 
(1L+yY2Z)"+(L-VY2)" 车 ”为 奇数 
从 而 [(1+V2) 扑 交错 地 取 偶数 与 奇数 值 。 
例 4 求 方程 4z?z-40[z]+51=0 的 全 部 实 根 。 
解 :由 4zx?=40[x] -51 是 奇数 ,可 设 4x?=2k+1 kEZ* 


于 是 z= ty /二 ( 久 要 不 合 题 意 ， 会 掉 ) 故 = 二 ZETT 


则 [QU 1 


原 方程 化 成 : | 二 V3ETI | -4 当 29, 由 干 左 端 是 整数 , 刚 
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4 县 整 数 ,=204 14 (012 
2 


另 -- 方 面色 有 << 上 V2R TI< 和 +1 

解 此 不 等 式 可 得 4 所 k<24 或 84< hl, 其 中 满足 =20z 
+14 的 有 14,94,114,134, 对 应 的 解 分 别 是 

_v29 .v189 v229  _v269 

区 2 2 2 3 一 2 4 一 2 

例 5 设 MM 为 -- 正 整数 , 求 方程 x? [x?]= 
[1,M) 中 解 的 个 数 。 

解 显然 zx=M 是 个 解 。 下 考察 在 [1,M) 中 有 多少 个 解 。 

设 > 是 方程 的 解 ,得 zx= [z]+ izi 代 人 原 方程 并 化 简 得 

2[z]izl=[2[zJici+jzi。 由 于 0 和 jzi<1l, 则 此 方程 
有 解 当 且 仅 当 2[ zx]!z| 是 整数 义 。 

设 [7]=w, 则 jz| = 者- (k=0,1,…,2m 一 1), 即 在 [mm 
+1) 中 方程 有 2m 个 解 , 义 由 于 1 所 mm 所 m1, 可知 在 [1,M) 中 
方程 有 241+2+…+ M1)= M(M 一 1]) 个 解 。 原 方程 在 1,M) 
中 有 M(M 一 1) 个 解 。 

例 6 设 1<a<2,& 为 一 整数 ,求证 


[5 和 = 到 5 


证 明 : 设 ”= [a = 27] 3 tl 


[zr] 在 


-2-a<1, 圾 a=2 21 
一 
2(n+r) 
故 原 式 左 端 = [ (2 jnt1 一元 | 28k+1+ 
| 
[于 二 区 | 
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4 2)(nt)]=2n -hk+[27] 
当 0Sr < 3 上 时 , 左 映 = 2n 一 上 二 右 端 
当 才 <z+<1 时 ,[25]=1, 左 端 =-2n 一 +1, 右 端 =2n 一 + 


1。 命 题 得 证 。 
定理 3.4 ( 埃 尔 米 特 Hermite 恒等式 )zER,zEAN, 则 [z] 


re 


[x+ 二] 本 -[z+21| 

因为 /rl)= [artll- fer [z+2],… 
[z+1]= f(x) 对 一 切 zERR 成 立 , 故 f(z) 是 以 工 为 周期 的 周 其 
池 数 。 当 zE€ [0, 荆 | 时 ,PCz) = 0 故 对 任意 xc RR, 埃 尔 米 特 恒 等 


式 成 立 。 

(2) 设 z= [zj+ 1z| 则 原 式 等 价 于 

[lzD+ 人 zl+ 二 [zl+ =[elzi], 与 原 等 
式 相 网 。 因 此 只 需 证 原 式 对 ze [0.1) 成 立即 可 。 

把 [9, 了 分 成 几 个 小 区 条 |[0, 工 ),[ 革 ,全 }…[2 二 .由 
于 zEfl0,1), 则 一 定 存在 处 使 得 1 亏 x< 上 ， 即 k-1&nr<k 


礁 原 式 右 端 = [nx] 上 -1, 又 由 z+<Et1,ttlcr+ 


2< < ktitl .大 十 于 -2 < ， 二 
nn an 加 n 
三 < 十 一 


二 ,上 述 不 等 式 的 有 端 总 有 一 个 等 于 1, 设 = 


n 
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1, 即 上 = -大 ,这 时 有 
[zfz+ 二 =…[zr+ 二 =0 
-人 [ee 


故 原 式 的 左边 是 & -1 个 1 之 和 , 即 左 = 关 -1= 右 ,由 此 命题 得 


(3) 设 [nt]=gn+r 9EZ,0O<Sr<n， 下 证 [= + 过 | -= 
ngqtr 

由 [nx]=ng+r 易 知 nqg+rnz<ngt+r+1 
-+l 


gt Er<at 


rtit+l 
n 


q+ 人 rt < 


因此 有 [zx1 三 ]=g+ [| ;=0,1,…n -1, 设 x=n 一 上 
nn 写 k>0, 则 要 使 r+i 宕 nn, 必 有 ki 人 xn 一 1 


a ; a 4 二 
pa :+ 二]- + 卫 | 工 = + 三 | 三 ]= + 
2 [: 0 


例 7 对 任意 EN 计算 S=- 三 [号 条] 


解吸 语 ] [到 


RI ] ,由 Hermite 恒等式 可 得 


[六 + 二 = [2. 寺 i]- [区], 又 由 于 国定 , 当 和 充分 
大 时 , 菇 <1, 即 当 4>[logzn] 时 ,[ 盆 ]=0, 故 
0 


T_n 


[起 [2 
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nt 
人 
即 5 之， 2 ] 了 


定理 3.5 平面 上 坐标 为 整数 的 点 称 为 整 点 或 格 点 。 设 x < 
72 是 实数 ,y= fx) (x1<7 信 x2) 是 非 负 连续 函数 。 证 明 ， 
(1) 区 域 ri<xz 反 za0<ysAz) 上 整 点 的 个 数 
M= 2 [fn)],n€EZ 
(2 ri [x <M- as 
证 明 :(1) 所 说 区 域 上 的 整 点 ,都 在 这 样 的 直线 段 上 :xz= nm,1 
yD) ,nyEZ, TI<AET, Wy 的 个 数 就 是 [f(n)], 故 
M= 2 fn)。 参见 图 3.3 
LA ， 2 fa) < 和 Ca 


(由 六 
2 ,AA nn) < £1 
一 1=[x2] [zf] 这 三 式 可 知 


| 


xi]-[rz <M- 5 /eo 
ny 
” 网 
2lY A 
1 
oi * 
图 3.3 


定义 3.3 设 户 是 一 给 定 的 素数 ,如 果 对 正 整数 有” |， 
而 or ?ia ,am 为 非 负 整 数 , 则 记 (za) = mm, 如 2(7)=0.2(24) 一 
3。 即 m 是 表示 在 4 中 的 最 高 守 。 
对 于 有 再 数 生 ,定义 六 各) = pa) -p05) 
p(n) 有 以 下 两 条 简单 性 质 。 
(1) plrmn)= plm)+pln) mnEN 
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(2) p(ns)= kp(n) RE AN 

如 果 我 们 知道 了 每 一 个 素数 志 的 p(n) 值 ,那么 就 可 以 [分 
容易 地 将 n 分 解 为 素数 的 乘积 。 但 是 要 实现 这 一 点 是 比较 困难 
的 ,目前 只 对 p(n1) 有 一 些 结论 

定理 3.6 没 疡 是 素数 ， jEN, 且 六 所 n 芝 Pp, 则 

oo 国光 

证 明 : 
由 于 pp 是 素数 ,所 以 x1 中 p 的 方 次 数 是 1,2…n 中 各 数 户 


的 方 次 数 之 总 和 。 由 定理 3.3 知 ,1,2…s 中 有 | 2 ] 个 的 信 数 ， 


有 有 [总 ] 个 产 的 信 数 … 设 从 所 w< 六 1, 册 [ 
0, 故 al 中 户 的 方 次 数 为 ; 


PoD= [各 于] 及] 二 [区 


定理 3.6 中 的 结论 也 常 写成 下 而 形式 ,pP(nD) 一 三 [ 世 ] 
论 :1 的 素数 分 解 式 为 "1 -zp | 六],p 为 素数 。 
例 8 证 明 有 无 穷 多 个 让 整数 mn ,满足 m -2(n1) =2000。 
证 明 : 将 mx 用 二 进 制 表示 :mm 一 32 =2"+2% 1 二 十 2 
其 中 整数 rm > xr,-1>…>r1 之 0, 由 定理 3.6 得 


20m1)= [全]+ [到 ]+…= 325 2272+ 3253 + 
(rn te0,2 14,2, ) 2 2 + 1) = (2 1) 
mn 
敬 ;一 2Cm1)=n, 即 m2(m!1) 等 于 m 在 二 进 制 中 非 零 数字 
的 个 数 , 有 无 穷 多 个 m 的 二 进 制 表 示 中 恰 有 2000 个 非 零 数 宝 。 

例 9 求 自然 数 19981 末尾 零 的 个 数 。 
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和 090 =[ 潮 ] [各] 各] 


£79+15+3=496 
又 显然 2(19981)>5(1998!) 
故 1998! 未 尾 零 的 个 数 为 496 个 
例 10 求 圆 z?+ =r? 内 的 整 点 个 数 。 
解 : 用 TT,T;, Ts, Ts 分 别 表示 如 下 区 域 上 的 整 点 数 : 


]=39%9 


Tiiz=00<y<r TT: :0<x< 吕 有 Sr<y TFT 
T3:0<y< rr < -yp Ts: :0<x<2v， 0<y< 太 


由 圆 的 性 质 知 T= T2 
Ti=[m T= 3 [Va], 


Do< rer 


T+T= 5, [V7 2] 


< 
de 


T= [和 -| ,原点 也 是 一 个 器 点 , 放 国 域 上 的 矣 点 个 数 为 ， 


1+4(Ti+ T+ Ts+ Ta)=1+4[r 1+8 Z [va] 


好 于 
-4[ 到 -| 
例 11 设 < 和 46 是 整数 ,n€N, 求 证 ; 
加 lato) et 3b) {a+(n- 1)2) 是 整数 


rs- 


证 明 : 设 p 是 不 大 于 的 质数， 则 p 关 2, 且 

p(nD)=[ 吾 ]+[ 切 ]+…< 生 + 委 + = 

(1) 如 果 p15 ,显然 命题 成 立 。 

(2) ph5, 由 户 个 数 a,a+6,a+26b…a+(p-1)6 中 至 少 有 


一 个 能 被 整除 , 且 p 志 x, 则 在 n 个 数 的 乘积 a (a + 5)(a +26) 
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(e+ tm 一 了 们 中 至 少 有 | 元] 个 数 能 被 整除 ,至 少 有 | 入 ] 个 


数 能 被 p? 整数 …… 所 pa “…(a(n 一 1)5) 中 的 方 次 
数 不 小 于 p(n1), 于 是 分 母 中 p 的 约 数 可 以 约 去 。 由 p 的 任意 
性 ,命题 得 证 。 


$ 3 技巧 与 方法 


高 斯 函数 是 一 个 非常 重要 的 数论 函数 ,其 应 用 非常 广泛 。 在 
数学 竞赛 中 经 常 出 现 关于 [ x] 的 方程 ,等 式 , 不 等 式 ,整除 问题 , 格 
点 问题 ,组 合 数 问题 以 及 二 项 式 定理 问题 等 ,内 容 非常 丰富 ,技巧 
十 分 巧妙 。 在 解 这 类 题目 时 ,一 定 要 熟悉 前 面 介绍 的 基本 性 质 及 
定理 。 并 其 活 运用 。 这 类 题目 大 都 无 常规 可 解 题 方法 ,只 有 通过 
大 量 的 练习 ,才能 熟 能 生 巧 ,掌握 这 类 题 的 解决 方法 。 下 面 再 介绍 
几 道 典型 的 题目 。 

例 1 求 [({v 39+w21)2%] 的 末 两 位 数字 。 

解 : 令 a=vV29+V21，B=V29- 

则 a2?=50+2V609， B=50-2v609 

则 a2+ 惨 =100,a?' 记 =64 邻 a=a?,b= 序 , 则 a,b 是 方程 
工 ? 100x +64=0 的 两 根 。 

令 So=a0+ 加 =2,Si=a + 

Sz=a2+ 如 2, 则 Ss 一 100S1+64S0=0 
S3=a?+6, 则 S3~ 100S2+64S1=0 


S,=a"+p", 则 S, ~100S, _1+64S,_2=0 
则 SS, 三 一 645, -2 三 365, -2(mod100) 
n=1000 时 , S, 志 36(a + 5%)=36% (a + 6 )=2 x 
6°%9({ mod100) 
即 200 + PONE2 x 6%=32(mod100) 
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即 (0+vV21)+ (V9- V21)” 的 末 两 位 数 是 32。 
又 0<v 习 v 习 <10<(v 39- Ml 
故 (V29+V2D2%]=S, -1= Syow- 1， 
即 。 【[(v29+v21)2%] 的 末 现 位 数 是 31。 

当 遇 到 (a yp + by9)》 形式 时 ,往往 与 (4 yp - 5Yy9》 同时 考 
虑 ,由 此 可 以 化 为 整数 。 主 要 利用 以 下 几 条 性质: 

(1) (Catp)"=artOlar (tb) + +(+th)" 

(2) (atp)"r+(a—b)*=2(a" + Cd" 2b2+ 

+ Ch tps) 


ln 2 为 偶数 
其 中 = |。 -1 为 奇数 


(3) 车 {z+ yi=1, 则 [xr]+Ty]j=[x+y]-1 

例 2 前 1000 个 自然 数 中 ,有 多 少 个 数 可 以 写成 

[2x]+5r4z]+ [6z]+[8z] 的 形式 ,其 中 ER。 

解 : 令 f(z)=[2z1+[4z]+[6z]+[8zr], 则 A(z+ 二 )=1 
(xz)+10 

由 此 只 需 考虑 xE 0, 二] 时 ,f(x) 能 表达 哪些 自然 数 , 汪 x 
elo dno =[4z]+[6z]+[8z]. 
(D 当 zc10 言 对 ,Ca)=0 
(2) 当 ze[ 二 十) 时 ,Faz)=1 
(3) 当 rE 时 , f(x)=1+1=2 


(4) 当 z€ 时 ,f(z)=4 


[二 
| 


(5) 当 xE 时 ,f(z)=5 


1 
“6 
1 
"4 

1 
3 

3 
8 


wP Fl oi xi 
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(6) 当 xE [六 ， 地 ) 时 ,f(r)=6 


上 去 )}=10, 即 当 了 E [0, 羡 ] 时 ,7Cz) 可 以 表示 1,2,4,5,6， 
10 这 6 个 白 然 数 , 这 些 数 加 上 10 个 倍数 也 能 表 成 这 种 形式 ,因此 
在 前 1000 个 白 然 数 中 有 6x 100 = 600 个 数 能 表 成 这 种 形式 。 


例 3 设 a.8 为 正 无 理 数 ,并 月 + =1， (1) 
则 数列 人 b= i 三 1,2… 都 是 严格 递增 的 ,并 旦 
tanln=1,2 1) ib, |n= (2) 
2 U1 2 (3) 


证 明 : 由 (1) 知 a>1,8>1, 因 此 ia,! ,i5,1 均 为 严格 递增 数 
列 。 

任 取 cEN, 设 在 [1,c) 内 ia,t 有 及 项 ,15,1 有 项。 

则 [hae]< ec 过 [(A+l)a]l, 即 ha<c<(h+l)e 


< 二 < 天 + 1 ,网 理 有 k<H<ktl, 


故 有 thi th htkt2 
ht+k<ec<htikt+2, 上 c-h+k+l, 
即 有 + 二 c -1。 又 由 < 的 任意 性 ,在 [1,c + DD) 中 ,ial, 15. 
共有 < 项。 于 是 [c,c +1) 中, ia, 和 ib,| 共 有 一 项 即 co 
这 表明 任 一 自然 数 cE | ij 1,2…|Uib|a = 12…| 同 
时 < 也 仅 属于 两 个 数列 之 一 。 命 题 得 证 。 
满足 (2) 和 (3) 的 数列 称 为 互补 数列 。 
例 3 也 称 为 Beaty 定理 ,在 有 关 [z] 的 竞赛 题 中 经 常 出 现 。 
例 4 设 fg:27 一 2 严格 递增 函数 ， 
且 FZ )Ug(Z =2Z ,FEZ)mg(Z )=9， 
gas= ff(n))+1, 求 f(2n) 
解 :1f(n)1 ,fg(n) i 是 互补 数列 , 易 知 f(1)=1,g(1)=2,f 
(2)=3,f(3)=4,g(2)=5, 以 此 类 推 ,可 知 
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f(rn) 1,3,4,6,8,9,11,12. 
g(n) 2,5,7,10,13,15,18,20.. 
受 例 3 的 启发 , 先 假定 f(n)=[an],g(n)=[Bn1, 其 中 a,B8 为 下 
无 理 数 ,满足 十 + 二 =1, 让 我 们 看 看 4,8 应 是 什么 数 。 
由 gn)= fn))+1, 则 [Br1=[alan11+1, 两 边 同 除 以 ,并 
令 一 +m 得 =e, 代 人 二 + 方 =1, 得 到 
-ae-1=-0, 则 sl， -33 
现在 证 明 上 面 的 假定 成 立 , 即 f(n)=[an],g(n)=[pn], 满 
足 g(n)=f(F(n)) +1,B[Bn]=[alan]]+l。 
事实 上 alanl=alan -fanl)=an-alan|<oln -lanl 
即 要 证 fen| > fa2a| = lan+n|= fanl 
申 于 a1.618>1, 则 显然 aian! >|anl 
即 afa]<[B,], 上 故 [a[an]+1]<<[ fx] 
男 一 方面 [Bx]=I(at+1)nlj=[an]+n 


alan]= [aon] {1+ )= Lonl+ len]>[on]t l(an -1)= 
Lanj+n—i>[pn]-1 
afan]+1>[pn],RpLalan]]+1[ Br] 
综 上 所 信 gn) = 了 (fn))+1, 则 fn)= 134|,g(n)= 


[23], = [+3)n] 


例 5 现 有 两 堆 筹 码 ,甲乙 二 人 按 以 下 规则 轮流 取 : 
(a) 如 果 只 动 一 堆 筹 码 ,可 以 取出 任意 多 根 。 
《5) 如 果 动 两 堆 筹码 ,从 两 堆 中 取出 的 筹码 数 必 须 相同 。 首 
先 把 筹码 取 光 的 人 算 赢 。 问 谁 有 获胜 策略 ? 不 妨 设 甲 先 取 , 乙 后 
取 。 
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解 : 设 目前 两 堆 筹码 数 为 (m ,nn), 不 妨 设 m 委 ” 当 m= nn 时， 
先 取 的 人 必 赢 。 当 m=1 暑 , 设 两 堆 筹 码 的 数目 为 (1,n), 当 n= 
0,1 时, 先 取 者 赢 , 当 n=2 时 , 即 (1,2), 甲 取 完 后 ,只 能 变 成 下 列 
几 种 形式 之 一 :(0,2),(1, 了 ),(1,0),(0, 了 1), 对 这 四 种 形式 中 的 哪 
种 情况 均 是 乙 赢 ,规定 先 取 者 不 能 赢 的 数组 叫 输 数组 。 故 (1,2) 是 
输 数组 ,由 此 知 ,(1,%) 当 ww>2 时 , 先 取 者 甲 赢 , 同 理 对 (2,”), 先 
取 者 甲 取 走 n -1 根 后 剩 下 (2,1) , 即 甲 赢 。 对 于 (3,z) 问 样 的 讨 
论 可 知 (3,5) 是 输 数 组 …… 仿 照 以 上 的 方法 ,可 以 逐步 推出 以 下 的 
输 数 组 (x ,yn) ,n=1,2.…,(1,2),(3,5),(4,7),(6,10),(8,13)， 
(9,15), (11,18).… 
即 zy:1,3,4,6,8,9,11,12… 

加 12,5,7，10,13,15,18,20…… (4) 

由 例 4 知 wm= [LS .w= [353 | 

如 果 给 定 的 两 堆 筹码 数 (a ,5) 不 是 上 述 的 输 数 组 , 则 总 可 以 
经 过 一 次 适当 的 拿 取 , 使 之 变 成 输 数 组 , 设 ae 过 6, 易 证 |zol ,| y,1 
是 互补 数列 , 则 a 必 在 (4) 内 出 现 。( |) 若 a= zx,,56>y,, 则 可 从 
中 减 去 5 一 yy ,得 到 (ya); 若 6<yi, 设 5~a=k&<n 则 可 从 
2,6 内 同时 减 掉 x, 一 zi ,得 到 (zi ,yi),k=0 时 即 得 (0,0) 

(让 ) 若 a=y, 则 可 从 5 中 减 去 b 一 zz, ,得 到 (x ,yy,) 或 (y,， 


Ta)o 


由 此 可 知 , 当 甲 碰 到 两 堆 筹 码 数 构成 的 不 是 输 数 组 时 ,总 可 以 
经 过 一 次 适当 的 拿 取 , 使 之 变 成 输 数组 ,无 论 乙 怎样 取 , 甲 总 能 保 
证 每 次 取 完 后 留 给 乙 的 是 输 数 组 , 甲 就 确保 获胜 。 

当 甲 碰 到 的 是 输 数 组 时 , 若 乙 知道 这 个 获胜 策略 , 则 甲 必 输 ; 
车 乙 不 知道 这 个 闭 胜 策略 ,只 要 有 一 步 失 招 , 甲 还 可 以 取胜 。 

例 6 已 知 一 个 长 方 体 盒子 ,可 用 单位 立方 体 填 满 。 如 果 改 
放 尽 可 能 多 的 体积 为 两 个 单位 的 立方 体 ,而 且 使 其 与 盒子 的 楼 平 
行 , 则 盒子 的 容积 怡 被 填 满 40% , 试 求 出 具有 此 种 性 质 的 长 方 体 
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形 盒子 的 容积 (3 =1.2599…)。 

解 : 设 Q 为 一 具有 所 要 求 性 质 的 长 方 体 盒子 ,a 所 5p 所 ec 为 符 
合 条 件 的 Q 的 边 长 ,由 于 Q 内 可 填 满 单位 立方 体 , 故 a,5,c 均 为 
自然 数 。 现 放 入 体积 为 2 的 立方 体 ,其 楼 长 为 条, 故 a 这 2 在 长 度 
为 n 的 线段 上 用 汽 的 线 徐 去 车 ,只 能 基 [ 黄 次 , 故 这 个 箱子 内 共 
可 放 入 


[ 务 ][ 瘟 ][ 襄 | 个 体积 为 2 的 立方 体 .由 于 其 体积 为 abe 
的 40% ,出 有 


alielcel 
| 洗 ][ 帮 |[ 丫 |=0.tase 
-2 
故 四 笃 ] 四 5 
4) 11 Wi 
为 求 适合 上 式 的 自然 数 a ,5,c ,可 先 考虑 函数 
| (n22) 
加 
列表 如 下 
n 2 5 6 7 8 9 10 
[ 辫 | 1 2 3 3 4 5677 
0 
3 1 2 3 3 4 5 6 7 7 
当 n>10 时 ,估计 g(x) 如 下 : 
[| 部 - 训 | 
I | 1 1ln| 
一 = 让 ~ 训 | 荡 1>0.9- 曾 =0.69> 子 故 
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当 n>10 时 ,g(n)< 溯 。 


j< 丰 故 gCn)> 妈 = 庆 >1.25 


无 
利用 上 表 可 知 <=2。 因 为 若 ec>2, 则 


st)elb)ele)< 3) = 其 <5, 这 5g(o)g(O)g(=5 巴 


盾 。 
向 a=2 得 g(b)g(e)= 让 ,于 基 可 推测 g(5) 和 g(e) 中 至 少 
有 -个 大 于 .因此 不 外 有 以 下 两 种 情况 
CD CO)=2,8(c)= 卫 qt 25 知 (1) 不 可 能 


(2) g(6)= 了 8g(e)= 弛 或 g(c)= 写 ,g(b)=33 
故 b=5,c-6 或 6= 3 
内 此 箱子 Q 的 内 部 尺寸 的 所 有 要 能 值 为 (2,5,6) 或 (2,3,5)。 


双 [ 蓝 | 
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练习 一 


] | 1 

可 | T0135! 
求 a2+(1+%7)ab + 的 值 。 

2. 证 明 : 对 任意 nEN,i(3+Y5)"] 是 奇数 ， 

3. 求证 对 任意 实数 x ,y 都 有 
[2z]+[2y] 宕 [z]+[z+y][y] 

4. 解 方程 [xz?] - [了 = 1993。 

5. 求 [3+,5) 2 ] 的 个 位 数字 。 

6. 设 :>1 是 整数 ,rE R, 求 证 : 

二 [二]+[ 芝 从]+ ]+ EE]) 


1. 设 | 二 于 | = 6， 


wl | ri ee 
Ilr, EE 
lr]tl xr<0 
7. 求证 2 2 全 n=24-1, 为 某 一 自然 数 。 
8. 位 于 直线 y= 了 -3,x=12 和 <z 轴 形成 的 三 角形 内 部 的 
整 点 共有 多 少 个 ? 


9， 解 方程 [zz- 2z]= fx Ps ] 
10. 求 - 个 正 数 ,使 得 iz1 + 7 = 1 成 立 , 癌 x 能 否 为 有 
理 数 ? 
1 当 0<Sz<100 时 , 求 画 数 Kz)-[z]+i2z]+[ 写 z] + 


3 
[3zj+ [4z] 的 值 集 的 元 素 个 数 。 
12. 求 19981 中 末尾 0 的 个 数 。 


13. 序列 zoe 三 二 2 


14. 计算 [vij+[v5]+iv3]+…+[we2-1] 

15. 在 m x 格 棋盘 的 左下 角 放 一 棋 下 , 甲 , 乙 二 人 轮流 走 
棋 , 每 次 可 以 向 上 ,向 右 ,或 向 右上 对 角 线 方向 走 任意 多 格 , 谁 先 走 
到 右上 角 谁 为 胜 , 问 如 何 获 胜 ? 
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第 四 章 不 定 方 程 


$1 基本 概念 


1.1 定义 
我 们 首先 考虑 一 个 古老 的 问题 一 一 鸡 免 网 笼 问 题 : 
一 只 笼子 里 装 有 若干 只 鸡 和 若干 只 兔子 ,已 知 有 80 条 腿 , 问 
笼 中 各 有 多 少 只 鸡 ? 多 少 只 免 子 ? 
如 果 令 x 为 乱 中 鸡 的 数量 , y 为 兔子 的 数量 则 有 2z + 4y= 
80 ,这 个 方程 有 无 数 多 组 解 ,如 
Jz=20 fz=30 人 2 jz 75 


y=10 ly=10 ly=30 ly=20 =23.75 
但 这 无 数 多 组 解 中 只 有 正 整数 解 才能 满足 题 日 的 要 求 , 求 这 种 方 
程 的 整数 解 和 有 理 数 解 的 问题 , 足 委 番 图 (Diophalitus) 第 一 个 提 
出 并 求解 的 ,因此 这 种 方程 也 称 为 丢 番 图 方程 。 
例如 2z+3y=6,x52+ y= ,7 -2y =1, 7 + y= 
对 它们 求 整数 解 ,但 实际 上 ,我 国 古代 提出 的 全 股 定理 的 一 组 正 整 
数 解 + =3,y=4,z=5, 比 丢 番 图 更 早 得 多 。 
定义 4.1 不 定 方程 指 的 是 未 知 数 的 个 数 多 于 方程 的 个 数 的 
整 系数 方程 , 旦 要 求 它们 的 解 是 整数 或 正 整数 。 
最 简单 的 不 定 方程 就 是 二 元 一 次 不 定 方程 ,有 时 也 把 特殊 形 
式 的 未 知 数 的 个 数 多 于 方程 的 个 数 的 方程 叫 不 定 方程 ,其 解 的 范 
也 可 相应 扩大 ,如 求 其 有 理 数 解 ,以 下 无 特殊 说 明 , 均 求 不 定 方 
程 的 题 数 解 。 
定义 4.2 方 释 az+ 因 =< 叫做 一 元 一 次 不 定 方程 ,其 中 
a be 为 整数 。 
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定理 4,1 不 定 方程 ar+ by=c 有 整数 解 的 充 要 条 件 是 
(a,b)|ee 

证 明 : 必 要 性 , 设 不 定 方程 ax + by =c 有 解 zoyyi, 则 有 are 
+ hyo=e,X(ta,b) la,(a,b)ib 改 (a.6) larot byo, WW(a,b}le 

充分 性 设 (4a,6)=d, 且 dlc, 令 c=del 
则 存在 x0,yoE Z, 使 aro+ byo=4, 从 而 有 ， 

eciz0+ beiyo=c 

即 工 = cixo,y= ciyo 就 是 ar + by 二 c 的 解 
”此 时 有 (a,5)|e， 检 不 定 方程 er + by 一。 训 是 不 证 方 和 


解 。 


可 


已 
人 7 人, 即 这 两 个 方程 


由 于 (a,5)= asd1c, 故 [全 ,地 ) = 1 因此 以 后 我 们 只 讨论 
(a,5)=1 的 情形 ， 
1.2 ax+ by=c 的 特 解 和 通 解 

由 定理 4.1 知 ,在 不 定 方程 az + by = c 有 解 的 情况 下 ,总 可 
以 假定 (a ,8)=1 

定理 4.2 若 (a,6b)=1, 且 xoyxo 为 


ar+by=c {1) 
的 一 组 解 , 则 (1) 的 解 都 可 表 为 : 
T=zotht 
| t=0,+t1,+2.: {2) 
y= at 


证 明 : 由 azr + by=c 和 axo+ Byo 二 c, 可 得 
a(x -zo)to(y~ y0)=0 
由 于 (4a,5)=1, 所 以 aly 一 yo 令 
3 一 0 A, 
则 有 
r=rzot ot 
易 证 由 (2) 式 给 出 的 x 、y 对 所 有 整数 都 满足 不 定 方程 (1) 
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称 ro ,yo 为 不 定 方程 (1) 的 一 组 特 解 
称 由 (2) 式 给 出 的 解 为 不 定 方程 (1) 的 通 解 
车 zo、yo 是 方程 zx + by=1,(a,b)=1 的 特 解 , 则 croycyo 
是 ar+ by=¢ 的 一 组 解 。 
求 3r+5y=7 的 全 部 解 
解 :由 于 (一 3)'3+2.5=1, 故 ro= -21 wo=14 是 原 方 程 的 一 
组 特 解 ,所 以 原 方 程 的 全 部 解 为 
1 r=-21+5t 
4 t70,+1,42 
| y=14-3 
例 1 求 不 定 方程 50xx -35y= 85 的 全 部 解 。 
解 : 原 方程 等 价 于 10x -7y=17 
由 于 (10,7)=1, 故 原 方程 有 解 
由 观察 可 得 一 组 特 解 xo=1,yo= 一 1 


故 原 方程 的 全 部 解 为 
1 z=1-71 
4 1=0, +1, +2-- 
[| y= -1-10 


$2 一 次 不 定 方程 


2.1 方程 az + by = c 的 有 关 算 法 

求解 不 定 方程 az + by =c, 必 须 (1) 求 出 最 大 公约 数 da， 
5) ,并 判断 是 否 有 dlc;(2) 若 de , 原 不 定 方程 无 解 ;(3) 若 dc， 
则 有 解 。 再 设法 求 出 一 组 特 解 zxo, yo, 即 可 得 到 通 解 ,下 面 我 们 通 
过 具体 例子 来 介绍 一 种 判断 方程 是 否 有 解 、 及 求 出 其 解 的 直接 算 
法 ,这 种 算法 对 一 元 一 次 方程 也 适用 。 

例 1 求 方程 24x -439y= 158 的 全 部 解 。 
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24x =439y+158 


1 
z=18y+6+34(7y+14) 


ma= 起 COy+14) 


y= (24m1 -14) 


=3m 2+ 让 (3m1) 


€Z 


r=18y+6+ mi 
=18(24m3—2)+6+7ms 
=439m3- 30 


y=3m1 -2+mz2 


=21m3-2+3mz 


ma=3(3m) EZ 24m3-2 
m2 
m2) =2m2t+ 加 m1 2m2t 3 
m= €2 2mm2 + m3 
23m Ez | =23m3+m3=7ms 
{ z=439m;-30 
… 方 和 的 全 部 角 为 m3=0, £1, 2, 
y=24m3-2 
其 全 部 正 整数 解 为 
z=439m3—30 
m3=1,2,3.… 
| y=24m3-2 


这 种 解 不 定 方程 的 算法 实际 上 是 对 整个 不 定 方程 用 加 转 相 除 
法 ,依次 化 为 等 价 的 不 定 方程 ,直到 出 现 一 个 变 元 的 系数 为 + 1 的 
不 定 方程 为 止 (如 上 例 中 是 mxz=3m3), 这 样 的 不 定 方程 是 可 以 直 
接 解 出 的 ,再 依次 反 推 上 去 ,就 得 到 了 诛 方 程 的 通 解 ,为 了 减少 运 
算 次 数 ,在 用 带 余 除法 时 ,我 们 总 取 绝 对 最 小 剩余 ,如 果 不 定 方程 
无 解 , 则 在 施行 这 种 算法 时 就 会 直接 看 出 。 

解 二 元 一 次 不 定 方程 ,还 可 以 直接 对 系数 用 驾 转 相 除 法 得 到 。 


下 面 用 思 转 林 


除法 来 求解 例 1 。 
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(24,439)= (24,439 -24x18)=(24,7)=(24-3Xx7,7)= 
(3,7) 

=(3,7-3x2)=(3,1) 

即 1=7-3x2=7-(24-3x7)Xx2=7Xx7-24x2 
=7X(439~24X18)—24x2 
=439x7-(7x18+2)X24 

1= 一 (128) 24+(-7)(-439)=(-128).24-7(- 
439) 

.158=158( -128) "24 一 7.158…( 一 439) 

.10= -128.158,yo= -7.158 

xn= -20224= -46x439-30 yo= —1106= -46x24-2 

… 原 方程 的 全 部 解 为 


{x= -20224- 4395 
4 £=0,+1,+2,° 
(y= ~1106-24¢ 


X=439t -30 
即 


i=0,+1,+2,. 
y=24t -2 
2.2 性 质 定理 
下 面 我 们 来 讨论 二 元 一 次 不 定 方程 
art+hy=e 


(1) 可 解 时 , 它 的 非 负 解 和 正解 问题 。 由 (1) 的 通 解 公式 
X=zTotht 
| ” ”知道 可 归结 为 确定 参数 : 的 值 , 使 >,y 的 值 非 负 或 
y= yo at 
正 。 昌 然 当 “ , 异 号 时 ,不 定 方程 (1) 可 解 时 总 有 无 穷 多 组 非 负 
解 或 正解 ,所 以 只 要 讨论 a ,5 均 为 正 的 情形 , 先 来 讨论 非 负 解 。 
定理 4.3 设 se,b,c 均 为 正 整 数 ,(a,5)=1, 则 当 c>ab-a 
-6 时 ,不 定 方程 (1) 有 非 负 解 ,其 解数 等 于 | | 或 | ] + 43 当 - 


三 ab a- 6 时 ,不 定 方程 (1) 无 非 负 解 。 
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证 明 ; 由 于 (a,6)=1, 故 方程 (1) 必 有 解 , 设 xo, yo 是 方程 
(了 1D) 的 一 组 特 解 。 则 非 负 解 为 + = ro+ &t>0 y= yo -at>0, 故 有 


-可 ,又 1E2, 帮 有 - [型 ]<z 和 [加 ], 即 :可 以 取 下 列 
# a b a 
值 : 


因此 方程 (1) 的 非 负 解 的 级 数 为 No = [型 ] + [ 闻 ]+ 1 又 
[< 


b a p a 


有 [加 + 半 ]<No< [到 + 加 ]+1 
E 式 的 两 个 等 号 有 且 仅 有 一 个 成 立 。 由 于 zo, yo 是 特 解 , 故 aro 


故 有 No>0, 即 这 时 必 有 非 负 解 。 
当 c= 吧 -ea -6 时 ,用 反 证 法 证 明 方 程 (1) 无 非 负 解 。 若 有 韭 负 
解 riyyb 即 ari+boi=ap-a-b 则 abp=a(rzitl)+ob(yt+ 
1), 由 于 (ea ,5)=1, 则 必 有 al(yi+1),51zit+1, 得 y+1la,xl 
+1 守 bp 
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故 a6=alxrit+1)+b(yi+1) 之 ab+ ba=2ab, 蔬 盾 。 
所 以 当 e=ab -a~b 时 ,方程 (1) 无 非 负 解 。 

定理 4.3 也 可 表述 为 :车 a>0,5>0,(a,8)=1 则 ab-a- 
六 是 最 大 的 不 能 由 az + by(z 实 0,y 庆 0) 表 示 出 的 整数 。 由 此 可 
以 推广 至 三 个 变数 , 即 a,5b,c 为 三 个 正 整数 , 且 (<,5,c)=1, 求 
最 大 的 不 可 由 ar + hy+ cz(x 实 0,y 之 0, 2 之 0) 表 示 出 的 整数 ,这 
个 间 题 已 由 柯 召 教授 解决 。 

利用 代 换 w=z- 1l,w=y-1, 可 推出 定理 4.4。 

定理 4.4 设 a,5,c 均 为 正 整数 , 且 (a,6)=1, 则 当 c>ab 
时 ,方程 (1) 有 正解 .解数 等 于 


一 [人 -1 或 -| 这]. 当 <= op 时 ,方程 (1) 无 正解。 
此 定理 可 以 仿照 定理 4.3 直接 证 明 ,证 明 略 。 
例 1 求 不 定 方 程 15x +25y= 100 的 非 负 解 。 
解 ” 原 方程 等 价 于 3x +5y=20 
20>3x5-3-5, 据 定理 4.3 原 方程 有 非 负 解 
易 知 3.40+5(-20)=20 
… xzo=40,yo= 一 20 是 原 方程 的 一 组 特 解 
7 40+55 3 
… 通 解 为 
(y= -20-3t =-31+4 
其 中 非 负 解 是 0<e< 玫 
“… t=0 或 1, 有 两 组 非 负 解 , 即 
x=0 fs 
y=4 y=1 
例 2 鸡 翁 一 ,值钱 五 , 鸡 母 一 ,值钱 三 , 鸡 外 三 值钱 一 。 百 钱 
买 百 鸡 。 问 鸡 翁 . 母 .办 各 几何 ? 
解 : 设 rz,y,z 分 别 代 表 鸡 伍 , 鸡 母 和 鸡 锥 的 数 且 ,由 已 知 可 得 
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js +3y+ 之 =100 


3 
[y+ 100 
消去 ZZ 后 ,可 得 
Tr+4y= 100 (1) 
+1- 人 0,.r2 25, 是 一 组 特 解 ,(1) 的 全 部 非 负 解 是 
了 全 一 全 
\y=25-71 


0= -入 |] 生生] -3, 即 有 四 组 非 负 解 
0 z=4 jx=8 J 如 
ly=25 (y=18 y= [y=4 
因此 所 买 鸡 的 各 种 可 能 的 情形 如 下 表 


T 
z | 0 4 8 | 12 
y 25 | 18 1 | 4 
< 75 | 78 sl | 加 


2.3 多 元 线性 不 定 方程 

定义 4.3 设 整 数 关 2,c1,41,42 一 a 是 整数 是 a1,a2,…ah 
都 不 等 于 零 ,以 及 z1 ,x2…izh 仅 取 整数 ,方程 

QT1 二 Ga272 二 十 QIE 二 人 C 《1) 

称 为 & 元 一 次 不 定 方程 ,a1,a2,…as, 称 为 它 的 系数 。 当 >2 
时 ,统称 为 多 元 一 次 不 定 方程 。 

定理 4.5 不 定 方程 (1) 有 解 的 充 要 条 件 是 (a1,a2…ax) |e， 
进而 ,不 定 方程 (1) 有 和解 时 , 它 和 名 x zs 一下 同 解 ,这 里 名 
= (elyaz at)。 

证 明 : 必要 性 ”车 (1) 有 解 zi=zi01=1, 2 类, 则 azio+ 


Q2720 十 十 CREEO = 
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因为 (alaz yat)ia =1,2,… 和 7 显然 

(aryazan) le 

充分 性 车 g={al,azy…a4),gic, 可 令 c=cig 存在 1， 
121…UEZ 使 得 a1li+aslite tads=g 
从 而 有 allici+ azl2c2+ "+tadwi1=cg=c 
即 方程 (1 有 解 zi 一 uctza= tcl 二 cl 
当 (1) 有 解 时 , 必 有 &ic ,此 时 方程 (1) 与 方程 号 cl 二 
专 古 同一 个 方程 , 故 二 者 同 解 。 

解 一 般 的 见 一 次 不 定 方程 可 化 为 解 由 & 一 1 个 二 元 一 次 不 
定 方程 构成 的 方程 组 , 且 它 的 通 解 中 恰 有 1 个 参数 。 

定理 4.6 设 g1=al,g2=(g1,82)=(a1,02)… 
有 = (8 1,98) 二 《a1,a2…&4) 则 不 定 方程 (1) 等 价 于 下 面 的 一 1 
个 方程 的 不 定 方程 组 , 它 有 2(& - 1) 个 整数 变数 x1，… ,xi, y2， 
Yl 

[ne 


(Bh 2 -1 tT R-II BEI 1 
了 -一 (2) 


| 8232 + a3x3 ~ 83y3 


“EB1X1 + A272 = g2Y2 

当 方程 (1) 有 解 时 , 它 的 通 解 由 大 一 1 个 参数 的 线性 表达 式 给 出 。 
证 明 ; (1) 先 证 等 价 性 
车 z1,… zi,y2，… Yh-! 是 方程 组 (2) 的 解 , 则 显然 有 zl,zz… 


而 是 (1) 的 解 。 反 之 若 zlvzz…za 是 (1) 的 解 , 则 取 y= 二 (alz 
5 


ta) ,2 人 jj 人 EE 一 1, 显 然 yy EZ, 且 1,T2 YY 
是 (2) 的 解 。 
(2) 再 讨论 方程 组 (2) 的 解 : 
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方程 组 (2) 的 每 一 个 方程 有 解 的 充 要 条 件 是 g ,而 其 余 的 
方程 时 以 看 成 是 变数 为 % 1 六 的 二 元 一 次 不 定 方程 
BWAtav= By jk-1,2 (3) 
总 是 可 解 的 , 故 一 定 存在 ?名 ,x 亿 z, 使 得 8 ya 
= 
这 样 就 有 wwwrlo 是 (3) 的 一 组 特 解 。 
四 1= yy 二 0 -1 
故 (3) 的 通 解 为 “ £1=0,+1,+=2.(4) 
[5 =- 人 -1 
(2<jSh -1) 
当 (1) 有 解 , 即 gy 1c 时 ,方程 组 (2) 的 第 一 个 方程 可 解 , 设 其 特 
解 为 x - 1.0.x 则 其 通 解 为 


CA 
WT tt 
1=0,+1, +2, (5) 


_ -1 
Tk TO Bk te 1 


将 (4) 中 的 yy-1,zj(7 = 此 一 1,…2) 依 次 代入 (5), 则 可 得 到 x1, xx， 
…z4 的 参数 表达 式 , 即 为 (1) 的 通 解 公式 。 

下 面 以 二 元 一 次 不 定 方程 为 例 来 说 明 如 何 用 定理 4.6 的 方法 
来 解 赤 元 一 次 不 定 方程 。 

例 1 设 (a,5,c)=1, 则 不 定 方程 


artébyt+cz=1 


的 全 部 解 是 
= 人 t+ crmt 二 全 
y=stcm-n 人 4 (6) 


z=u— dm 
其 中 m,n 蚌 任 意 整 数 ,r,s 满足 ar + bs = d= (a,5),i,z 满足 
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dt tcu 一 1,7 ,sst su 均 为 整数 。 

证 明 ; 把 (6) 代 入 方程 az + by + cz = 1。 直 接 验 算 可 知 (6) 是 
承 方 程 的 解 。 因 此 我 们 只 需 证 不 定 方程 的 解 具 有 形式 (6)。 

设 (a,56)=a, 且 存在 r,sE2Z, 使 得 ar+ bs=d, 则 azr+ 6by= 


| 多 

4 的 通 解 是 | k=0,+1,+2 
ee 

于 是 方程 ar + by = wd ,vE Z 的 全 部 解 是 
下 
= or 二 雪 世 

4 4 kEZ, (7) 

[y=w-4 


易 知 方程 cr + ty + cz 二 1 的 整数 解 , 必 使 az + by 为 整数 ,于 是 只 
需求 vd + cz = 1 的 整数 解 ,因为 (d,c)=[(a,6),c]=(a,b,c) 
=1 

故 窒 在 t,uE2, 使 dt + cu=1 


所 以 网 + =1 的 通 解 是 | 人 m=1, + 
将 v 代入 (7) 可 得 
er 二 


y= 开 十 Csm 一 让 生 


z=u~ dm 
其 中 ,hEZsr,s,t,u€Ez, 有 artbs=(a,b)-d, 
(di+ ecu)=1 
关于 不 定 方程 (1) 的 非 负 整数 解 的 问题 ,有 下 面 的 定理 
定理 4.7 设 d;=(ai1,a2*…*ai),i=2,3,k,k>1,di=al, 


d=1, 则 当 C>N(al,a2*… “an) = a -wy 时， 方程 (1) 
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有 整数 解 x; 实 0, i = 1,2,…k。 
证 明 : 对 用 数学 归纳 法 。 
赤 =2 时 ,Naiyaz)=aiaz- a1 一 a2; 定理 4.3 知 定理 成 立 。 
设 (aysa2 as-1)=di-1ydh 一 1 知 (di-1,04)=1, 青 设 ai= 
dala ini=1,2, kl ad 
a 和 1 由 (dk-1,44)=1 可知, 对 任 给 的 c, 存 在 0 三 b 达 di-! 1, 使 
得 d，-1|c 一 asbi ,于 是 由 (1) 可 得 
caw 
de-1 


a Tt ta c (avax-)=1 (8) 


由 于 <>N(elaz…at) 故 


de AY a di-t A a 


et di -1 de-t de Aidi- 
A ded A ， ， 
Nae) 


由 归纳 假设 (8) 有 整数 解 zi1 尖 0,…, zi -1 之 0, 即 当 c>N(a1,az 
…at) 时 ,(1) 有 整数 解 x 之 0,… ,zi -1 之 0,z; = 5 之 06 

定理 4.7 告诉 我 们 ,对 于 不 元 线性 型 方程 alzl + … + aps ,ai 
>0 (i=1,2…k), 《al,…,a4)==1, 存 在 一 个 正 整数 N(a1,az*… 


ah) , 当 c>N(a an) 时 ,可 表 为 由 aizi 的 形式 ,其 中 之 0， 
j=1,2-…k。 但 是 N(a1,…,a4) 却 不 能 表示 上 述 形 式 , 称 N(al， 
ai) 思 做 线性 型 atzi + … + auzk 的 最 大 不 可 表 数 , 求 Na 
az…ah) 的 问题 就 是 著名 的 张罗 比 尼 乌 斯 (Frohenius) 问 题 。 
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练 习 一 


1. 求 方程 179x -287y= 4 的 整数 解 。 

2. 求 2r+Sy=15 的 正 整数 解 。 

3. 某 人 到 银行 去 兑换 一 张 4 元 和 < 分 的 支 奈 , 出 纳 员 出 错 ， 
给 了 他 “元 和 分 ,此 人 站 到 用 去 23 分 后 才 发 觉 其 错误 ,此 时 他 
发 现 还 有 24 元 和 2c 分 , 问 该 支票 原 为 多 少 钱 ? 

” 4. 设 a1,42…a 为 无 限 正 整 数列 ,是 w< utyi(k31), 试 下 
明 : 存 在 a,,as,(p 隆 4g), 使 得 方程 

apt + asy =am 对 无 限 多 个 ww 有 正 整数 解 。 

5. 设 a;,6i,&i(i 一 1,2) 是 给 定 的 整数 , 且 有 a1852 - azp1 天 0， 
求 存在 同时 满足 

Qi 并 十 机 3 一 开 ] 与 G2 工 十 六 2y 二 天 2 
的 整数 x ,y 的 充分 必要 条 件 。 

6. 和 说: “我们 三 人 共有 100 元 "。B 说 :“ 对 ,如 果 你 的 钱 是 
现在 的 6 伴 , 我 的 钱 是 现在 的 志 , 我 们 三 人 仍 有 100705o"C 说 :“ 真 
不 公平 ,我 连 30 元 钱 都 不 满 ” 问 每 人 各 有 多 少 钱 ? 

7. 求 z+2y+3z=41 的 全 部 解 。 

8 ( 百 马 问题 )100 马 、100 瓦 ,大 马 鸡 3, 中 马 驮 2, 两 小 马 驮 1 
瑟 , 最 后 不 剩 马 和 瓦 , 问 大 马 ,中 马 和 小 马 各 有 多 少 ? 
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$3 二 次 或 二 次 以 上 的 不 定 方程 


3.1 对 二 好 = 到 

我 国 古代 数学 书 《 周 解 算 经 》 曾 提 到 “ 勾 广 三 , 股 修 四 , 弦 隅 五 
指出 了 不 定 方程 r?+ y= z? 的 一 个 特 解 。 因 此 求 出 所 有 边 长 为 
整数 的 直角 三 角形 , 即 是 求 方程 

2 十 只 一 2 (1) 
的 所 有 整数 解 。 


我 们 称 方程 (1) 的 满足 xyz = 0 的 解 为 显然 解 。xxyz 隆 0 的 解 
为 非 显然 解 。 
苦 zo, yo,zo 是 (1) 的 整数 解 , 则 显然 + dzo, + dyo, + dzo( d 


€7) 也 是 (1) 的 能 ;以 及 对 x0,yo, zo 的 任意 的 正 公 约 数 5, 上 型 ， 


二 站 ,+ 站 也 是 (1) 的 非 显 然 解 。 因此 ,为 了 求 出 全 部 非 显然 解 ， 
只 要 求 方程 (1) 满 足以 下 条 件 的 解 : 
zx>0,y>0,2>0, x,y,2)=1 
即 既 约 的 正解 z,y,z。 这 样 的 解 称 为 方程 (1) 的 本 诛 解 。 
引 理 1 不 定 方程 (1) 的 本 原 解 z,y,x 必 满足 条 件 : 
{ry)=(y,2)=(z,r)=1 且 
Zz,y 一 奇 一 侦 即 ? 下 rz+y 
证 明 : 若 (x,y) 取 1, 则 有 素数 pz[z,ply, 由 (1) 知 plz?, 故 p 
lz, 这 与 (rz,y,z)=1 了 矛盾 。 
同 理 可 知 (y,x)=(z,z)=1 
因为 *,y,z 是 两 两 互 素 的 ,所 以 不 能 有 两 个 偶数 , 又 不 能 全 
是 奇数 (两 奇数 的 平方 和 是 偶数 ), 所 以 ,必然 是 两 个 奇数 一 个 偶 
数 。 若 r,y 为 奇数 ,z 为 偶数 , 则 有 4|z?, 但 外 x?+, 忒 盾 。 因 
此 z,y 不 能 同 是 奇数 。 故 z,y 必 是 一 奇 一 偶 。 
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引 理 2 不 定 方程 wv = wz?,(uyo)=1 (2) 
的 本 原 解 可 以 写成 公式 
za2ns=bw=m a>0,b>0,(a,6b}=1 (3) 
证 明 : 1) 设 w,v,w 是 (2) 的 一 解 。 令 w=a?wi,v=b?vi,a 
>0,6>0, 其 中 wi,wi 不 再 被 任何 完全 平方 数 整除 , 则 ?|xww? ,5 
wr, 因 此 alw,biw, 又 (4,v)=1, 故 (a?,67)=1, 进 而 (a,5)= 
1, 故 可 得 abp|w。 设 ww= wiab, 代 入 (2) 即 得 
uv = tw 
车 zi 六 1, 则 有 一 质数 p ,满足 1xw?, 但 由 wj ,vi 的 定义 及 (zi， 
1) 二 1 可知 站 xivwi, 故 we 但 41,vw1, wi 都 是 正 
数 , 故 wl ==u1= vi=1, 因 此 w=4a?,v=6,w=ab,a>0,6> 
0,a,6)=1 
2)(3) 式 中 的 u,v,w 显然 满足 (2) 式 。 
定理 4.8 ”不定 方程 (1) 的 x 为 偶数 的 全 体 本 原 解 出 下 列 公 
式 表 出 : 


r=2ab,y=a -bi,z=a+bh 
a>b>0,(a,b)=1,2t(a +6) (4) 
证 明 : (1)(4) 是 (1) 的 本 原 解 ,因为 显然 有 
T+ y=dab + (a — 6b) = (a +6) =z? 
xz>0,y>0,z>0,2|7x,2Ty, 设 d=(z,y), 则 d?|z?,d|z 
因此 dle2+82,dja2 一 所 ,dl2(a2,p2) 又 (a,6)=1 故 有 d=] 
或 2, 又 y 为 奇数 , 故 d=1 
作 设 7,y,z 是 方程 (1) 的 本 原 解 , 则 2jz,(z,y)=1 因 此 
y,x 都 是 奇数 ,而 
(和 = 闪 二 > 
2 2 ”2 
其 中 (如, 后 )=1 如 若 不 然 , 设 4= (2 二 32] 天 1 网 
diz,d|y, 因 而 dlzx, 故 d=1, 子 盾 。 
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由 引 理 (2) 知 了 =a?,3 半 = 如 , 子 
=1 
即 x=2ab,y=a -bz=al+b,a>0,6>0,(4,5)=1 由 y 
>0, 知 a>6, 又 由 y 是 奇数 知 a,5 之 中 一 奇 一 侦 。 
至 此 就 可 以 得 出 (1) 的 全 部 解 : 


=ab,a>0,0>0,(a,b) 


z=0 X=ta 
(显然 解 :4y= 鞋 a 本 az0 
z= ta 
们 非 显然 解 
z= tk(at— 6b),y= +2kab,z= +k(al+b) 

或 者 z= +2kab,y= tk(a~ 6),z= thk(al+b) 
其 中 a>0,6>0,a>6,(a,b)=1,k 是 任意 正 整 数 。 

《我 们 知道 一 个 直角 三 角形 斜 边 长 度 的 平方 等 于 两 直角 边 的 
长 度 的 平方 和 ) 由 勾 股 定理 知 , 求 不 定 方程 (1) 的 正 整数 解 的 几何 
意义 就 是 求 边 长 为 正 整数 的 直角 三 角形 。 因 此 我 们 也 把 满足 (1) 
的 (z,y,z) 叫 做 勾 股 数组 。 

下 面 从 另 一 角度 来 看 不 定 方程 (1) 的 几何 意义 。 方 程 (1) 的 解 
sy, 二 当 ==0 时 , 必 有 xz=y=0, 我 们 约定 只 考虑 = 二 0 的 解 。 


设 5= 莹 ,7= 袜 (5) 
这 样 方程 (1) 就 变 成 了 


z=+a 


好 + 他 = (6) 
不 定 方程 (1) 的 求解 问题 (= 天 0) 就 等 价 于 求 方程 (6) 的 有 理 数 解 
5,7, 在 直角 坐标 平面 上 ,方程 (6) 表 示 单 位 圆周 ,因此 求 (6) 的 有 
理 数 解 就 是 求 单位 圆周 上 坐标 为 有 理 数 的 点 , 即 有 理 点 。 
推论 单位 圆周 上 的 整 点 是 : 
{+1,01,10, +1}, 
不 是 整 点 的 有 理 点 是 : 
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2 2 7 2 p21 
| + 各 ,+ 二 全 ,+ 生 | 
a>0,p>0,.a>6,(a.8)=1 
例 ! 求 z=40 时 一 切 本 原 的 色 股 数组 
?=402=1600=4x400=4x25x16=4x3x4 
=5,0= 77= 人 各 ,t=4 
st=2X5x4=40 
ys 9 
之 人 41 
验算 x?+ y=40?+ 史 =1681=412= zx? 
为 (40,9,41)=1, 所 以 色 股 数组 40,9,41 是 基本 的 。 再 由 x? = 
4 =1600=4x400=4x20 x12, 
可 令 4=5?=202,5=20,v=t2=12,t=1。 
能 得 到 另 一 组 勾 股 数 ， 
z=2st=2x20x1=40 
y= st2=20 -112=399 
z+ 20 + =401 
验算 : rz2+ 内 =402+3992= 160801 = 4012 
因为 (40,399,401) =1 ,所 以 40,399,401 也 是 基本 的 。 
如 果 把 z? 再 行 分 解 : 
2z2= 1600 = 4 x 400 = 4x 400 x1 = 4x200x2 
=4x10x4=4x80x5=4x5$0x8 
= 4x40x10=4x25x16 = 4x20x20, 
除去 上 述 两 组 外 ,x?= 4x100x4=4x22x10? 也 可 能 是 一 组 勾 
股 数 ,经 验算 为 40,96,104。 
2 二 只 =402+962=10816=1042 = 2 
但 由 于 (40,96,104) =8>1, 所 以 这 组 色 股 数 不 是 基本 的 。 
此 外 ,在 分 解 式 中 没有 平方 数 ,也 就 没有 可 能 组 成 勾 股 数 , 更 
没有 基本 的 勾 股 数 了 ,所 以 x=40 时 ,只 能 有 两 组 基本 的 勾 股 数 : 
98 


{40,9,41) 和 (40,399,401)。 
3.2 无 穷 递 降 法 

1673 年 ,法国 数学 家 费 尔 马 提出 了 下 面 的 猜测 : 当 n >2 时 ， 
方程 

Cr (1) 

没有 正 整 数 解 。 这 通常 称 为 费 尔 马 大 定理 (Fermat's Last Theo 
ren) ,这 是 因为 (Fermat) 不 加 证 明 地 提出 了 许多 数论 中 的 定理 ,这 
就 是 其 中 的 一 个 ,后 来 大 多 数 结论 被 证 明 是 对 的 ,个 别 的 被 否定 
了 ,而 叭 有 这 一 -猜测 既 没 有 被 证 明 也 没有 被 否定 。 直 到 1994 年 6 
月 份 才 由 英国 著名 的 数学 家 Andrew umles 证 明了 这 个 猜测 的 正 
确 性 。 这 个 定理 的 证 明 非 常 复杂 ,在 此 略 去 ,下 面 我 们 介绍 几 个 有 
关 这 一 问题 的 简单 情形 。 

定理 4.9 不 定 方程 z++ y= z? (2) 
无 ryz 关 0 的 解 

证 明 只 证 (2) 无 正 整数 解 即 可 

若 (2) 有 整数 解 , 则 可 设 zo 是 使 (2) 成 立 的 最 小 正 整数 。 显 


然 ,此 时 必 有 (x,y) = 1 ,否则 == 就 将 是 满足 (2) 月 小 于 zo 
的 正 整数 了 。 


由 3.1 引 理工 知 z,y 必 一 奇 一 偶 , 不 妨 没 21z 于 是 存在 u,v 
EZ 使 


T=2uv, y= uv 


2,20= ul+ vw 

u>v>0 (u,v)=1 u,v 一 奇 一 侦 
若 z 偶 v 奇 , 则 交 被 4 除 的 余数 是 3, 这 是 不 可 能 的 , 故 必 为 奇 
v 偶 , 记 v=2a,a€Ex, 则 


x 


( 引 =ua (u,a)=1 
于 是 有 5,cEz, 使 w= 如,a=c2,6,c>0,(5,c)=1,2tb, 于 是 
=u vb de 
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故 (2 + y= (6)? (3) 
且 (2c?,y)=1 
对 (3) 继 续 利用 3.1 引 理 1, 又 有 ,mmEz, 使 
202=20m, b=1+m, 
tm>0, (l,m)=1, 
这 时 由 c?= fm 及 (1,m)=1 即 知 存在 r,sEx, 使 1 =r?,wm = s7， 
r,s>0 故 
b=r+ ms 
这 样 ,就 有 
0<bEh = uu utv=Z0 
则 5 是 较 zo 更 小 的 满足 (2) 的 正 整数 ,此 与 zo 的 定义 矛盾 。 
我 们 把 z 人 *,y ,xz 华 分 别 写成 (x (六 阁 ,( 2 由 定理 
4.9 就 可 立 区 证明 n=4k 时 费 尔 马 猜 测 的 正确 性 。 
推论 1 不 定 方程 
交往 十 放下 
无 止 整数 解 ,这 里 是 任意 正 整数 。 
定理 4.9 中 所 用 的 方法 称 为 费 尔 马 无 穷 递 降 法 ,其 多 辑 步 
又 是 
1 车 一 关于 正 整 数 的 命题 P(n) 对 若干 正 整数 x 是 正确 
的 , 则 在 此 诸 n 中 必 有 一 最 小 者 。 
2 若 P(zi) 正 确 , 则 必 有 正 整数 zw?< mi, 使 P(n2) 正 确 。 
如 果 证 明了 上 述 二 步 , 则 命题 P(x ) 不 能 成 立 。 
定理 4.10 不 定 方程 
ZX2+ y= (4) 
满足 条 件 (x ,y) =1 的 全 部 正 整 数 解 是 
X= |6ab al- bt,y=4ab(a ~ b),z=al+6?, (5) 
及 zx=4ab(a?-b),y=|6ab? -at- bt|,z=al+b?, (6) 
其 中 a ,5 为 满足 以 下 条 件 的 任意 整数 ; 
a>0 86>0,(a,6)=1,2ta+h (7) 
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证 明 : 设 *,y,= 是 (4) 的 正 整数 解 ,满足 (z,y)=1, 因 此 ,z， 
yx2 是 方程 (1) 的 本 原 解 ,由 3.1 引 理 1 知 ,x,y 为 一 奇 一 偶 ,不 
妨 设 21y, 由 定理 4.8 知 , 必 有 

T= ,y=27s ,2 = + (8) 
其 中 >s>0,(r,s)=1,2hr +s 因而 r,s,z 也 是 方程 (1) 的 本 原 
解 。 若 2|s, 则 由 定理 4.8 知 ， 

r=a—b,s=2ab,z= a th (9) 
其 中 a ,6 满足 (注意 >>s) 

a>p>0,(a,b)=1 2hath qa-b>2ab (10) 

由 式 (8),(9) 得 
z=atth -6a6,y=4ab(a -62),z=atb: (11) 
由 式 (10) 得 
2-Da>b>0,(a,b)=1,24+b (12) 
车 2|r 则 可 知 


r=2ab,s=as— b?,z=al+th? (13) 
其 中 a,6 满足 (注意 r>;) 
a>6>0,(a,b)=1,2ha +b,2ab> a b (14) 
由 式 (8),(13) 得 
r=6ab 一 a4 一 旭 ,y=4d6(az -52),z=a2+b2 (15) 
由 式 (14) 得 
a>b>(W2-1)a>0,(a,b)=1,2ha+h {16) 
由 式 (11),(15) 及 式 (12),(16) 推 出 : 当 21y 时 , 解 由 式 (5),(7) 给 
出 ,由 对 称 性 推出 , 当 2|x 时 , 解 出 式 (6), (7) 给 出 ,此 外 ,容易 直 
接 验 证 :由 式 (5),(6),(7) 给 出 的 z,y,z 一 定 是 方程 (4) 满 足 (x， 
>) =1 的 解 。 
例 1 方程 x*+y +z:=3xyz 称 为 马尔 科 夫 (MapkoB) 方 
程 ,使 其 有 整数 解 的 正 整数 > , 称 为 马尔 科 夫 数 。 试 证 
(1) 若 (xo, wo, zo) 是 此 方程 的 一 组 解 , 则 (zo, yo,3xoyo ~ 
z0) 也 是 此 方程 的 一 组 解 。 
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(2) 此 方程 的 所 有 整数 解 都 可 由 (1) ,从 zz=y=z=1 这 个 特 
解 得 出 。 
证 明 :(1) x+ y+ (3z0y0 一 zo) 
一 93yoza 
= 9row -3xoyzo 
—3royo(3royo — zo) 
所 以 (zo,yo3xoyo zo) 也 是 原 方 程 的 一 组 解 。 
(2) 设 +.y,z 是 原 方程 的 正 整 数 解 , 现 分 三 种 情况 进行 讨 
论 。 首先 ,车 = y=z, 则 显然 有 = yz 一 1 
其 次 ,区 x 一 y 隆 x, 则 有 
272+ t= 3 
于 是 |x2, 故 x1z, 帮 有 正 整 数 岂 ,使 zwezr ,代入 上 式 即 得 
2+ w= 3wr 
因而 wei2, 但 z 隆 7 ,上 ww 关 1, 于 是 ww=2, 代 入 上 式 后 可 解 得 x= 
1, 这 时 有 


t=1,y=1,z=2 
显然 z=3'1:1 一 1, 妈 上 式 是 由 z=y=z=1 代 入 (由 ) 而 得 到 的 。 

最 后 ,可 汕 zx<y< x, 于 是 由 原 方程 可 解 得 

2z=3xy tv 9riys 4(72 + y) 
如 果 上 式 右边 根 号 前 取 减 号 , 则 因 1 和 < y, 就 有 

V9riy -40z2+y 
=Va22+32+4r02 1+4202T>zy 
故 2=<3zy- zy=2xzy, 即 =< zy, 另 一 方面 ,由 
3ryz= 7 + y+ zz. 
可 得 xy< zx, 上 述 矛 盾 表 明 只 能 收 
2z=37y+V 9riy 4(r + 好 )， 
故 2z>3zy, 由 此 可 知 , 当 z<y<z 时 , 必 有 3ry- xc< zx。 这 就 
表明 ,车 z<y<z 则 由 (1) 得 到 的 解 ,将 使 x+ y+z 减 小 ,因而 调 
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换 了 ,y，z 的 顺序 , 代 人 (1) 得 到 的 新 解 将 使 x + y+ x 的 值 减 小 。 
这 样 ,进行 了 有 限 次 上 述 操作 后 , 必 将 使 <,y,z 中 至 少 有 两 个 相 
等 ,从 而 成 为 前 面 已 讨论 过 的 两 种 情况 ,也 则 可 以 从 一 y=z=1 
得 到 ， 

由 z=y=z=1, 根 据 使 z+ y+ zx 增加 的 顺序 ,tJ 得 下 表 


z 1 2 5 13 29 34 89 167 194 233 433 610 985… 

» 1 1 2 5 5 2 13 89 29 233 169-… 

™ 1 1 ] 1 2 1 1 2 5 1 5 1 2 
表 中 第 一 行 是 前 13 个 马尔 科 夫 数 。 

此 例 的 证 明 过 程 中 ,对 x 也 使 用 了 递 降 法 ,但 出 于 有 z= 
x=| 而 无 法 再 下 降 , 故 费 尔 马 无 穷 递 降 法 有 商 种 用 法 :一 -是 几 来 
证 明 无 解 ,如 定理 4.9; 一 是 用 来 证 明 有 无 穷 多 个 解 ,如 此 例 。 
3,3 高 次 不 定 方程 

在 数学 竞赛 中 ,有 关 不 定 方程 的 试题 很 多 ,解决 的 方法 也 很 六 
活 多 样 ,归纳 起 来 常见 的 有 下 列 几 种 : 

(1) 代数 式 的 恒 等 变形 ,特别 是 代数 式 的 因 式 分 解 - 

(2) 估计 ,特别 是 利用 不 等 式 的 性 质 。 

(3) 奇偶 分 析 

《4) 换 元 法 

(5) 无 穷 递 降 法 

(6) 整除 性 质 

(7) 其 它 

某 些 不 定 方程 的 求解 ,可 能 仅 利 用 其 中 一 种 方法 ,但 很 多 题目 
往往 需要 几 种 方法 混合 使 用 ,特别 是 对 于 高 次 或 特殊 形式 的 方程 ， 
更 要 视 具体 情况 具体 分 析 , 灵 活 地 解决 问题 。 

例 1 求 方程 > = yy 的 全 部 正 有 理 数 解 。 

解 :x = y 显然 是 解 ,下 面 不 妨 设 >>z 
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令 y=(1+ 忆 )z,wEQQ'( 正 有 理 数 集 ), 则 


x [+ ww) re] 
故 x=(1+ 宙 ),y 一 (1+ww) 人 全 
令 


EN 

并 且 (r,s)= (m,n)=1 

故 得 pn" = "(rm +)" 

从 而 有 = 人 (m+)* n==5™ 

设 忆 为 n 的 素 因 子 ,pr ln(pr|n 县 产 "于 nn) 则 mlan, 从 而 
mlasn= "EN 

此 时 s=4", 同 样 m+n=&" ,r=&",kEN 由 m+n>n 得 
>4, 即 宕 1+1 

m=k" -+1D)” -1"> m=1 
可 以 除去 x =yEQ!' 外 ,其 余 的 解 为 

z=(1+T) ,y= (+ i)" nEN 


一 般 , 求 不 定 方程 有 理 数 解 的 问题 可 以 转化 为 求 整数 解 的 问 


题 
例 2 求 方程 2r"= y' ! 的 止 整数 。 
解 :由 于 2|y, 设 y=2 "yi1,2hy1, x=27z12+zl 于 是 有 2! "mz? 
=20 034 所 以 1+ rn =(n 一 1)1。 解 二 元 一 次 不 定 方程 
(nn 一 1)1-nr=1 可 得 
t=nt-l,r={(n-1)i-l (1) 
又 有 x?= 二 3 1!, 必 有 x1= ur 1!,y1 王 ,因而 
T=2" 2) = ml 
297102 vy)" =2" 1 
其 中 n 实 2,m>1,k 之 1 
例 3 求 妆 十 兴 + 22=3xyz {1) 
的 正 整数 解 。 
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解 设 (zo,yo,zo) 征 (1) 的 一 组 正 整 数 解 ,不妨 设 zo 之 yo 之 
zo, 则 易 证 (3yozo ~ zo,yo,zn) 也 是 (1) 的 解 。 并 用 3yozo 一 xo= 


冲 全 是 下 孝 数 。 
Xo 
现在 我 们 证 明 在 yo>1 时 
3yoze 一 Z0< xo (2) 
首先 ,由 (1) 得 3ziz>3zoyozo 
即 xo>yozo (3) 
在 >1 时 


2ydz= yhrt + zhyd > ht 8 

所 以 0= zi+ +a-3royzo< xe- 3royzot+2y8 6 
即 (zxo- yozo)(xo -2y0z0)>0 
由 (3) 知 ”xo>2yozo 
故 {2) 式 成 立 

这 样 从 (1) 的 一 组 正 整数 解 (x0, yo, zxo),(zo 之 之 z0) 导 出 
一 组 新 解 (3yozo - zo,yo,zo), 并 且 在 yo>1 时 ,坐标 和 zo+ y0+ 
z0 严格 减少 ,经 过 有 限 步 后 ,必须 出 现 解 y= z=1,zx=1 或 2。 

当 y=1 时 ,有 解 (1,1,1) 或 (2,1,1), 上 面 的 递 降 过 程 至 (1， 
1, 了 1) 后 ,产生 的 解 是 (2,1,1),{2,1,1) 产 生 的 解 是 (1,1,1), 故 y= 
1 时 递 降 过 程 停止 ,此 后 不 再 产生 新 解 ,将 这 一 过 程 递 回 去 , 即 得 
到 方程 (1) 的 全 部 解 ,从 (5,2,1) 起 ,每 个 解 (xz,y,z) 都 产生 两 部 解 
(3zxz —y,x,z)(3xy 一 zx,x,y) 如 图 
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例 4 由 费 尔 马 大 定理 知 , 当 %>2 时 ， 


Ty (4) 
无 下 整数 解 。 证 明 方程 
x + y= 7 (5) 
无 正 整数 解 。 
证 阴 : 不 妨 设 (x ,y)=1, 由 (5) 得 
"=2uv (u,v)=1,u,v 一 奇 一 偶 (6) 
Yu (to (uv) {7) 
在 07) 中 ,wtvw wv) =(utv,2u)= (utvu)-l 
所 以 hv=ar,w -v= (8) 
故 2o 一 am 一 如 (9) 
由 (6) ,在 wv 为 偶数 时 
2vu=e" (10) 


由 (9),(10) 推 出 ,a"= r+c", 与 (4) 无 解 矛 盾 。 
在 x 为 偶数 时 ,同样 可 得 矛盾 。 
所 以 (5) 无 正 整数 解 。 
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练 习 二 


1. 求 方程 3zy+2 -4z -3y 一 12=0 的 整数 解 。 
2. 求 方程 z+ y+ zf=2r2y?+2y2z2+2z2z2 十 24 的 所 有 


3, 求 不 定 方程 
rtriytry ty =8(r + ryt+y +1) 
的 所 有 整数 解 。 
4. 证 明 两 个 平方 数 的 和 与 差 不 能 同 为 平方 数 , 即 方程 组 


+ 
2 一 认 = 2 
无 正 整数 解 。 
5. 证 明 方程 
z+ty -Sry~5=0 
无 整数 解 。 
6. 设 (im,n)=1 则 方程 
Tt y= 
有 无 穷 多 组 正 整数 解 。 
7. 证 明 方程 
57=27+3° 


只 有 三 组 整数 解 , 即 (1,1,1)(1,2,0)(2,4,2)。 
8. 设 a,b,c 为 非 零 整数 ,已 知 方程 
ar?+ by + ce?=0 
有 不 同 于 (0,0,0) 的 整数 解 (>,y,z) 证 明 方程 ax? + by? + cz?=1 
有 理 数 解 。 - 
9. 求 不 定 方程 x?+ 六 二 2=2zyz 的 正 整数 解 。 
10. 求 不 定 方程 /z 4Yy= 1989 的 整数 解 。 


11. 求 不 定 方程 上 + 十 + 二 ~ 世 的 正 整数 解 。 
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第 五 章 同 余 


51 同 余 


1.1 同 余 的 概念 
同 余 是 初等 数论 中 的 一 个 基本 概念 ,引入 同 余 简 化 了 数论 中 
许多 问题 。 
定义 5.1 如 果 用 一 个 正 整数 m 大 除 任意 两 个 整数 a .5 ,所 
得 的 余数 相同 , 即 c = mgi + r,5 一 mq2+ ,0 过 7<m, 我 们 就 说 
a 必 对 模 xmx 同 余 , 记 作 4 三 5(mod m) ,如果 所 得 余数 不 同 .我 们 
就 说 a .6 对 模 m 不 同 余 , 记 作 a 闫 b(mod m)。 模 m 通 常 为 正 整 
数 。 
如 ,下 列 各 数 哪 些 对 模 7 问 余 : 
421,46,11, -6, -32,3 
因为 421=7x60+1,-6-7x(-1)+L 所 以 
421= -6 (mod 7) 
同样 地 46=7x6+4,I1=7Xx1+4 
故 得 46 圭 11 (mod 7) 
-32=7xX(-5)+3 3=7x0+3 
故 得 -32 二 3 (ood 7) 
在 日 常生 活 中 ,也 会 经 常 遇 到 有 关 同 余 的 问题 。 如 1998 年 的 
元 旦 是 星期 四, 问 1999 年 元 蕊 是 星期 凡 ? 
1 月 1 日 是 星期 四 ,1 月 8 日 也 是 星期 四 , 即 8 圭 1(mod 7)。 
由 于 365 二 1 (mod 7), 即 1998 年 的 最 后 一 天 是 星期 四 。 
所 以 1999 年 元 旦 应 该 是 星期 五 。 
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1.2 同 余 的 等 价 命题 

由 园 余 的 概念 ,我 们 容易 得 到 同 余 的 一 些 等 价 命题 ; 

定理 5.1 整数 a 、b 对 模 m 同 余 的 充 要 条 件 是 m |a ~ 

证 明 设 a=mgit+ri,b=mqz+r2,0 扩 ri<m(i=1,2), 若 
a 三 b (mod m), 

则 =72; 因 此 a-56=m(gi- gq2), 即 mla 一 6， 

反之 ,车 mla-5, 由 4a-5=m(g1~ 42)+ (ri-r2), 得 ml 
一 ?2; 但 ri 一 rz 之 tro 教 7 一 r2=0, 即 = rz。 所 以 a 三 b 
(mod m)。 

我 们 还 可 以 得 到 同 余 的 另 一 等 价 命题 : 

定理 5.2 a .6 对 模 m 同 余 的 充 要 条 件 是 a = ntk+b 或 b= 
mk+a, 其 中 EZ， 

证 明 设 a=mgj+ri,b=mgz+r2,0<&r;<m(i=1,2), 若 
4 三 b(mod m), 则 r= r2。 

a=mgitri=mgrt(b- mg2)=6+m(gqi- 9q2)=b+ mk 
同样 地 ,6= mqzt+rz=mgzt(a mgi)=atm(gs q)=at 
mko 

反之 , 若 4= 城 +5, 则 a 一 b= mk， 
所 以 mla ~b, 妈 有 a 寺 b(mod m) 
由 此 我 们 得 到 

推论 a 三 6(mod m) 富 mla 一 5 的 a = mk+B 或 5=mk+ 


ao 

灵活 应 用 同 余 的 概念 及 其 等 价 命题 ,能 大 大 简化 我 们 的 解 题 
过 程 。 

例 1 车 a 圭 b(mod mm), 则 (amz)=(5,m)。 

证 明 “a=b(mod m)， a=b+mk 则 (gym)=(6+ 
mk,m)= (bh,m) 

例 2 设 p 是 素数 , 试 证 

{a+b)?ar + {mod p) 
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证 明 由 二 项 式 定理 

(ee 二 入 二 0 二 CR 二 
加 ,又 户 是 素数 且 史 ;=1,2,…p- 工 是 整数 , 故 户 | cb 

(ath)P=a tt plar b+ la ?++ a !) 
所 以 , (a +b)? 二 a? + bP (mod p) 


例 3 《IMO-1 一 1 证 明 :对 任何 自然 铬 #, 分 数 于 于 4 不 可 


证 明 设 4 是 分 子 和 分 母 的 公约 数 ,于 是 
21n +4=14n + 3=0 (mod ad) 


即 
21n +4= pa (1) 
14n+3- ad (2) 
其 中 p .gy 是 正 整数 。 
由 (2)x3-(1) x2, 得 
(3g-2p)ad=™1 
为 39 -2p 是 素数 ,所 以 4 一 1, 故 向 下 可 约 。 
例 4 (IMO-17-4) 设 A 是 十 进 制 数 4444494 的 各 位 数字 
之 和 ,B 是 A 的 各 位 数字 之 和 , 求 B 的 各 位 数字 之 和 。 
解 ” 用 S(n) 表 示 正 整数 ”在 十 进 制 中 各 位 数字 之 和 。 
首先 证 明 


_ S(n)=n (mod 9) 

事实 上 , 设 

n=al0 ta lO t+ +t al0+an 
这 里 0<a;9,a 关 0(0 扩 i 祈 有 ), 则 
S{(n)=ar ta 1 二 二 1 十 40 

然而 

nn Stn)=ar(1l0:—1)+ar -10 1—1) + +a(10-1) 

110 


因为 0==1 (mod 9), 有 10' 寺 1 (mod 9),0<i&k， 
所 以 10-1 二 0 (mod 9) 

故 nS(n)=0 (mod 9) 

即 s(n)=n (mod 9) 

又 因 4444444 < (4500 )4444 = (4.5X 103)444 < (108+3)44 < 
10165295 

所 以 444444 最 多 是 16295 位 数 ,因此 

AI X16295= 146655 
在 不 超过 146655 的 正 整数 中 ,各 位 数字 之 和 最 大 的 是 99999 , 央 
而 
B45 
在 不 超过 45 的 下 整数 ,各 位 数字 之 和 最 大 的 是 39, 所 以 B 的 各 位 
数字 之 和 StB) 满 足 : 
lS(B)S12 
又 S(B) 三 B 二 S{A) 二 A(mod 9), 有 
S(444444) 二 444444 三 744 二 2444( mod 9) 
而 2 二 23*1481' 1 二 2 x 81%81( mod 9) 
2x (-1) = -2=7 (mod 9) 
所 以 
S{B)=7 
例 5 偶数 个 人 闭 着 -一 张 图 桌 坐 下 讨论 问题 ,休息 后 ,他 们 重 
新 围 着 圆桌 坐 下 。 证明; 至 少 有 商 个 人 休息 前 后 各 白 所 夹 的 人 数 
相等 。 

证 明 : 设 有 2xn 个 人 ,(i,j) 表 示 某 人 休息 前 后 的 座位 号 ,若菜 
两 人 各 日 休息 前 后 所 夹 的 人 数 相等 , 设 他 们 的 座位 号 为 (7)， 
《272) 则 必 丰 -ji -jmod m) 

假设 任意 两 个 人 休息 前 后 各 自 所 夹 的 人 数 都 不 相等 , 则 他 们 
所 类 的 人 数 只 能 是 0,1,2,…,2n 一 1， 


111 


所 以 意 ( 人 -0)=0414+…+2n-1=(2n 1) 
(2 -1)-n=-n (mod 2n) 
又 训 (一 六 )= 训 一 总 有 =0=0 (mod 27) 
此 矛盾 说 明 假设 不 成 立 , 即 至 少 有 两 个 人 休息 前 后 各 自 所 夹 人 数 
相等 。 
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练 习 一 


. 今 大 星期 - ,再 过 1997Y 天 后 星期 几 ? 

. 求 778* 在 7 进 制 下 的 本 位 数字 。 

13 除 6* 的 余数 。 

. 求 4 除 (1 +25+35+… 二 995 +100) 所 得 的 余数 。 

. 设 N 是 正 整 数 ,M 是 N 的 各 个 数位 上 的 数字 和 ,求证 
NM (mod 9) 

6. (第 21 届 全 苏 中 学 生 数学 竞赛 试题 ) 让 明 , 对 十 任意 自然 
数 ” 


wm mi 一 


11987 + 21987 + ,+ 11987 


不 能 被 x +2 整除 。 


113 


8 2 同 余 的 性 质 


一 节 我 们 引 人 了 同 余 的 概念 讨论 了 有 关 等 价 命题 ,这 一 节 

我 们 将 研究 同系 的 一 些 基本 性 质 。 

定理 5.3 同 余 是 一 种 等 价 关系 , 即 满足 : 

四 ) 反 身 性 4a 三 a (mod m) 

们 对 称 性 ”车 e 反 (mod mr), 则 5 二 a (mod m) 

全 传递 性 车 a 三 b (mod m),b 二 ce (mod m) 

则 a 三 c (mod m) 

由 同 余 的 定义 定理 5.3 是 显然 的 ， 

定理 5.4 若 a 三 b;(mod m),i=1,2,…, 衣 , 则 


(0) Bab (mod m) 
(和 丰 w 二 站 bi(mod m) 
证 明 ; (i) ;=b(mod m),i 二 1,2,…, 友 
则 ,ai= B+ mki, ki EZ,i=1,2,.…,k 


ai = > + 


所 以 去 ai 二 喜 和 (mod m) 


& & 人 
(人 Hai= Hbi+t mki)= bt mk,kEZ 


所 以 和 w= 让 (mod m) 
显然 ,我 们 可 以 得 出 如 下 推论 : 
推论 没 上 是 整数 ,= 是 正 整数 , 则 
们 车 a+5 寺 ce (mod m4), 则 a 三 c -6 {mod m) 
们 苦 <“ 反 2 (mod mx), 则 ak 二 级 (mod m) 
全 车 e 反 和 (mod m), 则 a 二 (mod m) 
由 定理 5.4 及 其 推论 容易 得 到 : 
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定理 5.5 设 f(z)= Dari,g(z)=> > biz' 是 两 个 整 系数 多 
项 式 ,满足 a; 二 6;(mod m) i 一 0,1,…, nn, 那么 车 a 二 5 (mod 
了 2) 则 有 

Ja)sEgtO) (mod m) 

我 们 称 多 项 式 f(x) ,g (zx) 为 x),g(x) 对 模 m 同 余 , 记 作 
f(z)ag(r) (mod m) 

定 有 f(x) g(x)(mod m) 

例如 zx(x 一 中 (x -2)…(x 一 m+1) 三 0 (mod m), 但 是 显 
然 z(z-D(r-2)(r-m+1l)a 。 (mod m)。 

对 所 有 整数 x 都 成 立 的 间 余 式 f(x) 三 g(x) (mod m) 称 为 
模 m 的 便 等 辣 余 式 。 

定理 5.6 若 uiez 一 alp2 (mod m) 

as 加 (mod m) 
且 (az,m)=1, 则 a 二 bl 《mod m) 

证 明 (a 一 61)az+61(a2 一 62)=a1a2 一 62, 由 已 知 有 
lara2- bib2, mias— 

所 以 mlaz(al-B) 叉 (a2,m)=1 
则 有 mxlai-54， 即 a 三 51 《mod m) 

此 定理 特例 为 : 若 ac 寺 be (mod mr), 且 (c,m)=1, 则 a 三 bp 

(mod m) 

定理 5.7 车 cc 到 如 (mod m) 且 (c,m)=d>1, 则 a 二 6 
(mod 全) 


证 明 由 mic"(a-6) 得 办 | 节 (a 一 5) 


又 (地 训 )=1, 则 这 } 人 a 一), 即 a 二 bp(mod 本 ) 
定理 5.8 (1) 车 c>0, 则 以 下 两 个 同 余 式 同时 成 立 
le 


a==6 (mod rm1) 
acbhe (mod cm) 
间 设 mm = m0,i= 2h, 
且 4 二 b (mod m), 则 4 二 bp (mod rm;) j=1,2,…,k 
证 明 (i 由 wa 一 5 售 cm|cla 一 5), 所 以 (中 成 立 。 
们 由 mjm,mla 一 上 5, 得 m;la -65 则 命题 得 证 。 
定理 5.9 局 余 式 组 
a=6 (mod my) i=1,2,,k 
同时 成 立 的 充 要 条 件 是 a 二 6 (mod [mi, m2,… ,m1) 
证 明 因为 mjla 一 6 (j 二 1,2,…, 六 ) 同 时 成 立 的 充 要 条 件 
是 [zrl,m2,…, me] 1a -5, 所 以 定理 成 立 。 
定理 5.10 若 光 之 1,(a, 光 )=1, 则 存在 cE€2Z, 使 ca 三 1 
(mod m) ({*) | 
我 们 称 c 是 a 对 模 m 的 逆 , 记 作 < ! 或 a (mod mm) 
证 明 因为 (a ,m)=1, 所 以 存在 zo,yo€EZ, 使 得 Aro+ myo 
=1, 取 c= zo 即 得 ca 二 1 (mod m) 
显然 ,a "(mod 闫 ) 不 是 唯一 的 ,任意 整数 c ,车 c 二 a !(mod 
m) , 则 c 都 是 a 对 模 m 的 道 ;对 模 m 的 任意 两 个 逆 c1,c2, 必 有 
cl 三 cz(mod m)。 以 后 我 们 提 到 4a"! 或 a -1(mod m ) 时 是 指 任 意 
取 定 的 满足 ( * ) 的 c; 对 于 a 对 模 m 的 逆 a !, 我 们 容易 得 到 
(a l,m)=1,(a 1!) !=a(mod m) 
应 用 同 余 的 性 质 ,可 以 使 我 们 的 某 些 运算 更 方便 ,以 下 我 们 举 
例 说 明 。 
例 1 zp 为 大 于 3 的 素数 , 令 


1+ 寺 + 二 + + 和， 其 中 a,65EZ, 证 明 ; p?|a。 


证 阴 “ 
加 $=3 (i+) +s) (s+)) 
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ll bp 
pi i(p-i) 
A 
二 KW 
对 任意 iE 11;2，… 声 -1 存在 唯一 的 关 E 往 ,2 一 二 


满足 i"i 三 1 a 记 ), 且 i 天 i 时 ,i 关 j 。( 证 路 ) 
记 Mi=7 "i'(p-i): Me {mod p) 
p24 SE 

这 样 2 忆 


M: mim2": 和 


其 中 -号 ( 二- 富 P -D22-D) (mod p) 


(p,6)=1, 所 以 pl (1) 
又 2azzl m2 mp-1= b* pk, 2m m2 mp-1, P) = 1, 
所 以 pla (2) 


由 (1)(2) 得 加 |e。 
例 2 设 "之 1,2 的 素 因子 都 大 于 ”， 
证 明 : 对 任意 的 正 整数 < , 必 有 
nl lalat+b)(a+26). (a+(n—1)5), 
证 明 65 的 素 因 子 都 大 于 nn, 则 (5,n1)=1。 由 定理 5.10 知 
对 模 n!1 有 逆 5 1!, 则 有 
(ba(at+b)(at+26)-..(at(n—1)b) 
ab (ab t+1)(ab t+2)(ab t+(n—1)) (mod nl)(1) 
由 于 (1) 式 是 = 个 连续 整数 的 积 ,所 以 
{b Datat+b)(at26).(at+(n -18)=0 - (mod #1) 
即 有 alat+b)(a+25)(a+(n -1)6)=0 (mod n!) 
命题 得 证 。 
例 3 (1901 年 匈牙利 数学 竞赛 试题 ) 证 明 : 当 且 仪 当 指 数 = 
不 能 被 4 整除 时 ,1" +2"+3" +4" 能 被 5 整除 ,其 中 ” 是 正 整数 。 
证 明 14 才 1 (mod 5) 
24=1 (mod5) 
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34 王 1 (mod 5) 
4 三 ] (mod 5) 
即 a* 二 ] (mod 5) (a=1,2,3,4) 
设 n=4&+r, 其 中 是 整数 ,r =0,1,2,3 由 以 上 易 知 
1l?+2"+3"+4"=1+27+37+4 (mod 5) 
当 r=0 时 ,17+27+37+4"=4, 帮 Stl*+2"+3* 十 4"; 
当 x=1 时 ,1"+2"+37+4"=10, 克 511"+2”+3”+4"s 
当 r=2 时 ,1"+2"+3"+4=30, 琢 5Il”+2"+3"+4"; 
当 r=3 时 ,17+27+37+4 和 =100, 故 511"+27 十 37 十 47 
综 上 所 述 ,命题 得 证 。 
例 4 (IMO-6-1) (i ) 求 所 有 能 使 2* - 工 被 7 整除 的 
整数 n。 
(ii ) 证 明 :没有 正 整 数 n ,使 得 2*+1 被 7 整除 。 


lal 


解 (1) 因 23=1 (mod 7) 
由 同 余 性 质 , 有 
24=1 (mod 7) 
即 7|2%-1 


于 是 2%11-1=2(2%* 一 1])+1,2%+2 一 1=4(2% -1)+3 都 不 能 
被 7 整除 。 从 而 , 当 且 仅 当 3|n 时 ,有 
7|2*—1 
证 明 (ii) 由 于 2 二 1 (mod 7) 
有 23%+1=2 (mod7) 
234+1+1=3 (mod 7) 
2#12+1=5 (mod7) 
故 对 任何 xnE N, 总 有 7H2" +1。 
例 5 设 m 是 大 于 2 的 正 奇数 , 求 使 2 整除 m2" 一 1 的 最 小 
自然 数 nn。 
解 设 ” 为 29, 其 中 9 为 奇数 , 则 
m" -1=m -1=(m?)? -1 
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=(mT Dm tm) tt m+ 
=(m? -Dt 
其 中 :三 1 (mod 2) ,于 是 
21989 | ao" ~ 1e32199 | m2 ~ 1 
因此 ,可 设 n=2, 这 时 有 两 种 情况 : 
(1) 车 mr 二 1 (mod 4), 则 m 的 二 进 制 表示 为 m = 1… 


100…01, 即 大 是 使 m 三 1 (mod 24) 的 最 大 整数 ,于 是 m? ~1= (nt 
xT 字 


+1D(m -了 被 24'! 整 除 ,而 不 被 21? 整 除 。 设 m? -1 被 2.7' 整 
除 而 不 被 2 *'*! 整 除 , 则 


tl 


m1= Cm +D)(m? -1), 
被 2**'*! 整 除 ,而 不 被 2*'*? 整 除 ,所 以 对 所 有 自然 数 S。 
2 |e 1,21ht lm? -1 
(2) 若 mm 二 3 (mod 4), 则 m 的 二 进 制 表示 为 m =1:…0 
11.…1, 即 为 使 m 二 一 1(mod 2 成 立 的 最 大 整数 。 


上 数字 


向 样 可 证 对 所 有 自然 数 S， 
2 | m7 2+ hr hm? —1, 


于 是 ,由 239] m? - 1=>1989<s+&(& 见 上 面 定义 ) 过 ;之 
1989 一 K。 

因而 ,在 上 扫 1989 时 ,最 小 的 指数 n = 219 ,在 天 >1989 
时 ,z=20=1。 
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练 习 二 

1 设 mn >0, 证 明 必 有 一 个 自然 数 a 是 mm 的 售 数 ,并 且 数 字 
全 为 0 或 1。 

2. 证 明 从 任意 的 m 个 整数 ci ,az,… ,an 中 必 呈 选 出 若干 个 
数 ,它们 的 和 (包括 只 有 一 个 加 数 的 情况 ) 被 m 整除 。 

3. 设 为 质数 ,证 明 

C= [2] (mod p) 
这 里 [z] 表 示 z 的 整数 部 分 

4. 设 a,5,c 的 十 进 制 表示 分 别 是 

Ga= ayn- "aa0 b= bmnbm-1"" borc = cick-1'"*Co 


证 明 (1) a+b 二 Yai+ 名 bh (mod9) 


2 (mod 9) 

5. 证 明 (1) 两 连续 整数 的 立方 差 不 能 被 3 整除 , (2) 车 4 二 1 
(mod m*),k>0,m>1, 则 am 二 1 (mod mt*!) 
6. 证 明 不 定 方程 y= z3+ 23 没有 整数 解 。 
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$3 同 余 类 与 代表 元 


有 了 同 余 概念 以 后 ,我们 可 以 把 数 按照 同 余 来 分 类 ,于 是 就 自 
然 得 出 同 余 类 的 概念 ,在 某 同 余 类 中 ,我 们 还 需要 能 代表 这 类 元 素 
特性 的 代表 元 。 
3,1 基本 概念 

定义 5,2 以 正 整数 mx 为 模 , 则 任何 整数 必 和 与 0,1,2,… ,zm 
一 1 之 一 辐 余 , 把 间 余 的 数 归 为 一 类 ,不 同 余 的 数 归 为 不 同 的 类 ， 
则 全 体 整 数 被 分 为 mm 个 类 , 称 为 关于 模 wx 的 局 余 类 ,我 们 用 
rmod m 表示 > 所 属 的 模 mz 的 同 余 类 。 

由 同 余 类 的 定义 立即 得 到 : 

定理 5.11 (i) rmod m= |r+km,kEZ! 

( 间 rmod m=s mod m 的 充 要 条 件 是 二; (mod mm) 

全 对 任意 的 r,s ,要 么 rmod m=s mod m, 要 么 ,rmod m 与 
s mod m 的 交集 为 空 集 。 

定理 5.11 作 表 明 司 余 式 就 是 同 余 类 (看 作 一 个 元 素 ) 的 等 
式 , 因 而 ,关于 同 余 式 的 性 质 都 可 表述 为 同 余 类 的 性 质 。 

关于 同 余 类 的 个 数 ,我 们 有 : 

定理 5.12 ”对 给 定 的 模 m ,有 且 恰 有 m 个 不 局 的 模 的 同 
余 类 ,它们 是 

0 mod m,] mod m2 mod m,*%%,{m— 1)mod m (1) 

证 明 ”由 定理 5.11(i) 知 这 是 m 个 两 两 不 同 的 同 余 类 ,对 每 
个 整数 a ,由 带 余 除法 

a=qgmt+r (<r<m 

因此 ,由 定理 5.11(i) 知 a€ rmod m, 妈 a 必 属 于 (1) 中 的 某 个 同 
余 类 。 

为 了 研究 方便 ,通常 把 0,1,2,…m 一 1 分 别称 为 模 m 的 加 
个 同 余 类 的 代表 元 。 事 实 上 ,要 研究 同 余 类 的 问题 ,只 需要 研究 代 
- 表 元 的 问题 即 可 。 
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由 定理 5.12 与 抽 层 原则 立即 推出 : 

定理 5.13 (i 在 任意 取 定 的 mx +1 个 整数 中 , 必 有 岗 个 数 对 
模 sn 的 同 余 ; 

人 0 存在 mz 个 数 两 两 对 模 m 不 同 余 。 

证 明 (i) 因 为 对 模 mz 共有 mn 个 由 式 (1) 给 出 的 同 余 类 ,所 以 严 
+ 工 个 数 中 必 有 两 个 数 属于 同一 个 模 m 的 同 余 类 ,这 两 个 数 就 对 
模 m 同 余 。 

fi) 在 每 个 同 余 类 r mod m(0 志 7 < xm) 中 取 定 一 个 数 z, 作 代 
表 元 ,这 样 就 得 到 xm 个 两 两 对 模 w 不 同 余 的 数 zxo,zrl，…,zn -ls 

由 定理 5.13 可 以 引进 以 下 概念 : 

定义 5.3 一 组 数 yi ，…, 称 为 是 模 m 的 完全 剩余 系 , 如 果 
对 任意 的 整数 a 有 且 仅 有 一 个 多 是 a 对 模 m 的 剩余 , 即 a,y; 对 
模 m 同 余 。 在 不 发 生 玻 义 的 情况 下 ,也 称 剩余 系 或 完 系 。 

由 定义 中 y 的 唯一 性 知 这 * 个 数 一 定 是 两 两 对 模 m 不 同 余 ， 
由 定理 5.13 知 , 模 m 的 完全 剩余 系 存在 , 且 s = mn, 以 及 给 定 的 
zm 个 数 是 一 组 模 m 的 完全 剩余 系 的 充 要 条 件 是 它们 两 两 对 模 六 
不 同 余 。 事 实 上 ,一 组 模 m 的 完全 剩余 系 就 是 在 模 mz 的 每 个 同 
余 类 中 取 定 一 个 数 作为 代表 所 构成 的 一 组 数 ; 而 对 于 一 组 模 m 的 
完全 剩余 系 y1，y2，… ,yn。 

y1 mod mm 32 mod m ,°° , ym mod m 
就 是 模 m 的 m 个 两 两 不 同 的 同 余 类 ,以 及 
I= Y, ymodm 

容易 验证 ,下 列 几 组 数 都 是 模 wm 的 完全 剩余 系 :0,1,…,m 一 
1, 称 为 模 mx 的 最 小 非 负 剩余 系 ;1,2,…, m , 称 为 最 小 正 剩余 系 ; 
一 p+1, 一 壤 ++2,…,0, 称 为 最 大 非 正 剩余 系 ; 一 mn， 一 mm +1,…， 


一 1, 称 为 最 大 负 剩余 系 ; [全] +1,…,0…- [ -至 , 称 为 绝对 
最 小 剩余 系 。 


易 证 ,任意 两 组 模 mm 的 完全 剩余 系 ,它们 各 自 元 素 之 和 对 模 
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m 同 余 ,并 且 这 个 和 同 余 于 
0+1++(m-D=t5D2s 


(0 (mod m) 2hm 


这 (mod m) 2|m 


下 面 引进 既 约 同 余 类 , 既 约 剩余 系 等 概念 。 

定义 5.4 若 (r,m)=1, 则 模 x 的 同 余 类 + mod mz 称 为 模 
mm 的 度 约 同 余 类 。 

定义 5.5 若 (2;,m)=1, 并 且 对 任意 整数 a,(a,m)=1, 有 
且 仅 有 一 个 妈 , 使 得 a 三 Z;(mod m) ,1 和 ;所 +, 划 一 组 数 Z1, 2;， 
“…,Z2, 称 为 是 模 m 的 婚约 剩余 系 , 亦 称 简 系 。 

由 定义 5.4 与 定理 5.12 立即 得 到 : 

定理 5.14 模 mm 的 所 有 不 同 的 既 约 同 余 类 是 

r mod m,(r,m)=1,1SrSm 

例 1 设 ”为 偶数 ,ai,…，,a 是 模 n 的 完 系 ,b1,…,b， 也 是 

模 n 的 完 系 ,证 明 
a1t hisa2 + 62 san + bh 


不 是 模 ”的 完 系 。 


证 明 因为 a1,…,a, 是 模 的 完 系 , 旦 2|12 ,所 以 六 ou 一 二 
#0 (mod #) 


同样 地 罗 六 = 丢 关 0 (mod n) 


但 是 号 (a:+ = Da + 加 & 二 旦 + 到 二 0 (mod n) 
故 q+ ,…,an+ 5, 不 是 模 n 的 完 系 。 

鲍 2 证 明 从 集 4 = 和,2…,100} 中 任 取 55 个 数 ,其 中 必 有 
两 个 数 的 差 为 10, 也 必 有 两 个 数 的 差 为 12, 但 不 一 定 含有 两 个 数 
的 差 为 11。 

解 以 10 为 模 ,将 集 A 分 为 10 个 剩余 类 ,所 取 的 55 个 数 中 
必 有 6 个 数 在 同一 个 剩余 类 里 。 
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每 个 剩余 类 由 10 个 数组 成 , 依 大 小 顺序 排列 时 ,每 两 个 连续 
的 项 相差 为 10。 上 面 所 说 的 6 个 数 既 在 同一 个 剩余 类 里 , 必 有 两 
个 是 连续 的 项 (不 连续 的 项 至 多 5 个 ) ,它们 的 差 当然 是 10。 

同样 ,以 12 为 模 ,将 集 A 分 为 12 个 剩余 类 ,所 取 的 55 个 数 
中 车 有 6 个 数 在 同一 个 剩余 类 里 ， 与 上 面 美 似 可 导出 结论 (每 个 秋 
余 类 至 多 合 A 中 9 个 数 )。 

现在 设 55 个 数 中 至 多 有 5 个 数 在 同一 个 剩余 类 里 。 由 于 

55=4X12+7 
因此 必 有 7 个 剩余 类 里 含有 5 个 取出 的 数 ,但 A 的 模 12 的 剩余 
类 中 ,只 有 4 个 , 即 
11,13,25,.…,97| ,12,14,26,.…,98|, 
13,15,27,.…,99} ,14,16,28,…,100 
是 9 元 集 ,其 余 的 都 只 含 8 个 元素 ,由 于 7>4, 必 有 5 个 取出 的 数 
在 某 个 8 元 集中 ,因此 其 中 有 2 个 的 差 为 12。 
下 面 的 55 个 数 : 


1,23,45,67,89, 
2,24,46,68,90, 
3,25,47,69,91, 
4,26,48,70,92， 
5,27,49,71,93， 
6,28,50,72,94, 
7,29,51,73,95, 
8,30,52,74,96， 
9,31,53,75,97, 
10,32,54,76,98, 
11,33,55,77,99 
中 ,每 两 个 的 差 都 不 等 于 11。 


例 3 《1956 年 北京 数学 竞赛 试题 证 明 吉 + 写 吉 + 让 一 1 
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对 任何 正 整数 ”都 是 整数 ,并 且 用 3 除 时 余 2。 


» 3 3 2 1  ， am+l)(22+l) 
证 明 n+ +Fn-1= 2 1, 


由 于 二 n(n + 由 是 整数 ,所 以 原 式 对 任何 整数 ”都 是 整数 。 
原 式 = 22 DG2mt2 312 OD) 
由 于 2n(2n +1)(2n +2) 可 以 被 3 整除 ,又 (3,8) = 1, 因 而 
2 由 (22 二 2 可 以 被 3 整除 , 故 (1) 式 用 3 除 余 2。 


例 4 〈1988 年 美国 数学 竞赛 试题 ) 在 一 个 游戏 中 这 样 计 分 ， 
回答 一 个 容易 的 问题 得 3 分 ,回答 一 个 较 难 的 问题 得 7 分 ,在 不 能 
作为 选手 总 分 数 的 整数 集合 中 , 求 最 大 值 。 

解 ”此 题 即 求 集合 4= 1ale 天 3 +7m、n,m 是 非 负 整数 | 
中 数 的 最 大 值 。 

先 看 a 可 取 哪 些 值 ,用 试验 法 可 知 ,a 可 以 取 到 0,1,2,4,S， 
8,11, 猜 想 11 是 集合 A 中 的 最 大 数 ,只 需 证 :凡是 不 小 于 12 的 整 
数 a 都 可 以 表示 为 3n +7m 的 形式 。 

4 用 3 除 ,余数 是 0,1 或 2。 

车 余数 为 0,a 当然 可 表示 为 3n + 7m 的 形式 ; 

若 余 数 为 1,4 =3p+1=3(p -2)+7; 其 中 p 之 2。 

车 余数 为 2,a =3p+2=3(p 一 4)+2x7; 其 中 p 宕 4。 

故 集合 A 中 的 最 天数 为 11。 

例 5 (IMO-17-2) 设 ai,a2,43,…,an，…, 是 任意 一 个 
具有 性 质 a < ay+1( 之 1) 的 正 整数 无 穷 数 列 ,求证 :可 以 把 这 个 
数列 的 无 穷 多 个 a, 用 适当 的 正 整数 =,y 表示 为 

dan= Zap+ yg (pFy) 

证 明 依 题 意 ,显然 22>1, 而 以 az 为 模 的 剩余 系 只 有 有 限 
个 , 故 必 有 一 个 剩余 系 包含 ia,| 中 的 无 穷 多 项 , 设 ax 是 这 无 穷 多 
项 中 大 于 a 的 最 小 项 。 


125 


在 上 述 无 穷 多 项 中 任 节 an , 必 有 an > ap, 目 人 

a2), 故 有 自然 数 y, 使 得 
dm™ apt ya2 
肥 x=1,as=42, 就 有 
am = Tap + yag 

因为 cp >ez, 故 知 p>2, 所 以 天 ge 

这 样 的 cx 有 无 穷 多 个 , 故 命题 成 立 。 

例 6 已 知 自然 数 满足 1335+1105+845+275=n5， 
试 求 值 。 

解 zs5=3+0+4+7=3+4+7=4(mod 10), 从 而 4 的 
个 位 数字 是 4。 
又 mw5<2x1335+(84+27)5<3x1335<(3125/1024) x 1335 
则 n<5/4x133=167 
故 n ©1134,144,154,164|} 
ns +( -1) +0+05=0 (mod 3) 
则 4 寺 0 (mod 3) 
此 n=144。 

例 7 为 11,2,…,n| 的 一 个 子 集 族 ,满足 (jj 车 AEF, 则 | 

Al= 

0 若 AEF,BEF,A 关 B, 则 1A 站 B| 专 1, 设 Am) = max| 
下 1 ,证 明 在 2 之 3 时 ， 


Cn)2> 二 (oz2-4m) 
解 “考虑 11,2…,z| 的 三 元 子 集 ja ,bc} ,其 中 元 素 满足 
at+b+c=0 (mod n) 

:时 然 a,5,c 中 每 一 个 元 素 被 其 它 末 个 完全 确定 , 刚 满足 上 式 
的 如果 不 全 相同， 则 丙 两 至 多 有 上 个 公共 元 素 , 即 它们 所 成 
的 集 忽 满 足 (1) 
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现在 计算 | 下 1, 由 于 a 有 种 选择 :6 天 asn -24,2n -24， 
0 《( 即 不 使 4(a+5) 或 24 一 (a+b) 等 于 a 或 5, 但 6 


等 于 "一 2a 与 2n -24 不 会 同时 发 生 ( 前 者 发 生 时 a< 2, 后 者 
发 生 时 4a 之 n 人 2), 所 以 8 至 少 有 nn -4 种 选择 ;c 由 a,b 唯一 确定 ， 
此 


IF 全 rz(a 一 4)A6 
1 


即 f(n)>6 (rn -4n) 
3.2 剩余 系 的 结构 与 性 质 

为 了 进一步 研究 剩余 类 ,本 节 我 们 将 讨论 剩余 系 的 结构 与 整 
体 性 质 。 

定理 5.15 设 " 是 任意 整数 , 若 zl, zz,，…，,zw 是 模 m 的 完 
系 , 则 at+xriae+xzr ar+zn 也 是 模 z 的 完 系 。 

证 明 设 k 关 1 ,1 所 <1 所 mm, 若 

a+xxat zx(mod m) 

则 xxi(mod m) 
这 与 z1 ,72,… ,zm 是 完 系 蔬 盾 , 即 a+,a + zy,…a + 这 
个 数 没有 两 个 数 对 m 同 余 。 故 是 模 wm 的 完 系 。 

定理 5.16 车 zi,zz,…,zrs 是 模 m 的 完 系 ( 简 系 ), 且 (a， 
黄 ) 二 1, 则 ari,az2,…,axs 也 是 模 m 的 完 系 ( 简 系 ) 。 

证 明 当 (a,m)=1 时 ,对 Yi,;, 有 

zi (mod m) ari¥ar(mod m) (1) 

和 (axi,m)= (x,m) (2) 

对 完 系 来 说 ,s = m ,由 此 及 (1) 式 就 得 出 完 系 的 结论 ,因为 x 
个 数 只 要 两 两 对 模 m 不 同 余 就 一 定 是 模 mm 的 完 系 ,但 对 于 简 系 
来 说 ,s 关 m(s 等 于 下 章 所 讲 的 $(m))。 

定理 5.16 表明 ;只 要 (a ,wm )=1, 我 们 总 能 找到 这 样 的 模 mm 
的 完 系 和 简 系 ,它们 的 元 素 都 是 a 的 倍数 ;而 当 (4,m)>1 时 ,这 
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是 -- 定 不 可 能 的 。 例 如 3.0,3'1,…,3*7 是 模 8 的 完 系 , 取 a= - 
1 就 推出 < 与 一 x 同时 遍历 模 m 的 完 系 。 
由 以 上 定理 我 们 也 容易 得 到 ; 
推论 车 z1,zx2,…, zm 为 模 m 的 完 系 , 且 (a,m)=1,6 为 
任意 整数 , 则 ar1+5,ar2+5,…,azwm+6 也 是 模 m 的 完 系 。 
定理 5.17 设 mifm ,那么 对 任意 的 > 有 
r mod mEr mod ms 


等 号 仅 当 mm1= m 时 成 立 , 确 切 地 说 , 若 二 ,ia 是 模 d = 古 的 一 
组 完 系 , 则 


r mod my NA+ bom) mod m (3) 
右边 和 式 中 的 n 个 模 m 的 园 余 类 两 两 不 同 。 特 乔 地 ,有 r mod 
mi MT tin) mod m (4) 


证 明 只 证 (3) 式 即 可 。 
我 们 把 同 余 类 x mod m 中 的 数 按 模 m 来 分 类 ,对 > mod 
m1 中 的 任意 两 个 数 + kmi,r + km 
r+kim=r+ kmi(mod m)k1 一 天 2 
则 (3) 式 右边 和 式 中 的 4 个 模 mm 的 同 余 类 是 两 两 不 同 的 , 且 
r mod mt 中 的 任意 一 个 数 =+ Ari 必 属 于 其 中 一 个 同 余 类 , 另 一 
方面 ,对 任意 的 7 必 有 
(r+timi)mod mE(r+im)mod mi=r mod m1 
命题 得 证 。 
著 取 m1=1,r=0, 则 (3) 式 变 为 
Z=r (mod D= ,M,C hm) mod m 
车 y;,i==1,2,…,m 是 模 mz 的 完 系 , 则 2Z= My mod mo 
由 此 可 以 得 到 一 个 重要 的 关于 剩余 系 结构 的 推论 : 
推论 : 设 m= mtzazyztDfisi 委 mi) 模 m1 的 完 系 ,zl2(1 
雯 ;所 m2) 是 模 m2 的 完 系 ,那么 zy = zf + miz 人 2 是 模 m 的 完 
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系 ,也 就 是 说 当 zt0 ,xc 分 别 遍 历 m1, ma 的 完 系 时 ,过 = zt0 + 
mix 吕 遍历 模 m = m1mz 的 完 系 。 
这 个 推论 刻画 了 完 系 的 某 种 结构 :大 模 mm, 的 完 系 ,可 以 
用 某 种 形式 表示 为 两 较 小 模 m1 , 模 m; 的 完 系 组 合 。 
定理 5.18 设 m=mim2…m4 及 
之 = 工人 上 ma +t mm tt mm (5), 
那么 当 wi (1 所 ;所 上 ) 是 模 mi 的 完 系 时 ,x 是 模 m 的 完 系 ,也 就 是 
说 z 四 (1 入 入 m) 是 模 m; 的 完 系 时 (1 Sj 有 ) ,Tix2…X == 
让 1 团丁 反 12X 轩 二 mm2… ms-14 儒 ! 是 模 m 的 完 
系 。 
证 明 上 =2 时 ,由 定理 5.17 推论 知 结论 成 立 。 假设 对 n= 上 
时 结论 成 立 , 当 = n+ 工时 ,m= mim2…ma, 以 及 
0 
则 有 z=x "+m 
由 扫 纳 假设 知 , 当 zx 中 (1 专 j 志 4) 遍 历 模 mj 的 完 系 时 ,zx 这 历 
模 m, 的 完 系 ,又 上 =2 时 结论 成 立 ,可 知 mm) ,zt 分 别 遍 历 模 
丙 。, 模 m1 的 完 系 时 ,zx 就 遍历 模 区 ,m4 = mim2… ma11 的 完 
系 , 即 结论 对 n =+1 时 成 立 。 
定理 5.19 ”在 定理 5.18 的 条 件 与 符号 下 , 设 mx1 与 m 有 相 
同 的 素 因数 ,那么 当 x 中 遍历 模 m1 的 完全 ( 既 约 ) 剩 余 系 ,rz (2 
委 j 安 名) 分 别 遍 历 模 mw 的 完 系 时 ,x 遍历 模 mm 的 完全 ( 既 约 ) 剩 
余 系 。 特 别 地 , 当 mi= mz=…= mx =n 时, 当 zx 由 遍历 模 n 的 
完全 ( 既 约 ) 剩 余 系 ,z07(2<5 扫 旭 ) 分 别 遍历 模 n 的 完 系 时 ， 
ED (6) 
遍历 模 nt 的 完全 (婚约 ) 剩 余 系 。 
证 明 由 z 和 m 有 相 河 素 因 数 , 则 车 素数 p|m ,就 必 有 p 
12z1 ,又 ml|m ,那么 
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(zm)=13(c ,m1)=1 
其 中 x+ 由 (5) 式 给 出 。 
由 于 一 个 完 系 中 所 有 与 模 互 素 的 数 构成 一 个 既 约 剩余 系 , 则 
由 定理 5$.18 知 命题 成 立 。 
定理 5.20 设 mm = mipaa (ml m2)=1 Y= mr D+ 
miz') (7) 
那么 ,z 遍历 模 m 的 完全 ( 既 约 ) 剩 余 系 的 充 要 条 件 是 xz,x 中 同 
时 分 别 庆历 模 m1, ms 的 完全 ( 既 约 ) 剩 余 系 。 也 就 是 说 , 若 
2 人 + 人 (sisrlsS 委 0)， 

那么 ,zi(siss :Ts5 委 引 是 模 m 的 完全 ( 既 约 ) 剩 余 系 的 充 要 
条 件 是 :zf (LSissy) 是 模 mi 的 完全 ( 既 约 ) 剩 余 系 , 以 及 2 六 
《< 入 虽 是 模 m, 的 完全 ( 既 约 ) 剩 余 系 。 

证 先 对 完全 剩余 系 来 证 , 先 证 充分 性 ,这 时 ;= ri,t = mn2， 
所 以 x 共有 mim2 个 数 。 对 任意 的 1 二 , 记 三 mi ,1 祥 放 ,及 所 
m2, 由 条 人 忻 (m1, m2)=1, 有 


Zi xiy, (mod m) 


等 价 于 
Ti mod m1) ,ii ry, (mod m2), 
即 等 价 于 
m2x! Dm2zhl (mod m1) ,mz mz (mod m2)o 
这 等 价 于 


Xxx (mod m1) ,rh zr) (mod P12)o 


出 于 z 站 ,zf2 分 别 在 网 一 个 模 m ,m2 的 完全 剩余 系 中 取 值 ,所 
以 必 有 刻 = iz, 放 =j2。 这 就 证 明了 这 mm2 个 zj 两 两 对 模 wm 不 
同 余 , 即 是 模 mm 的 一 组 完全 剩余 系 。 
下 证 必要 性 ,由 xz 人 (1 县 i 委 51 委 ) 拟 4) 是 模 m 的 完全 剩余 
系 , 所 以 ,st = m= mm2. 取 定 工 全 ,由 
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= mar 1 mrt ， 


对 模 mm = mm 两 两 不 同 余 , 所 以 m2zx 1 也 对 模 mim 两 两 不 
同 余 , 即 
max Em2rtl (mod mi) ， 1 


这 等 价 于 


Jiss 


zDD 半 xf (mod m1), 
即 这 s 个 = 对 模 m 两 两 不 同 余 , 所 以 ;所 mi。 同 理 可 证 :个 
(2 对 模 zm2 两 两 不 同 余 , 所 以 1 过 m3。 由 此 及 st = mm 推出 s 
= m1,t = m2, 这 就 证 明了 必要 性 。 
为 了 证 明 对 既 约 剩余 系 的 结论 ,我 们 只 要 证 明 (为 什么 ): 


(x,mim2)=1 


成 立 的 充 要 条 件 是 
(zo) ,mi)= (ze ,m2) =16 (8) 
由 于 (z,miz2z)=1 等 价 于 
CO DCaaz+amrGm)=1s 


这 就 是 
(mar, mi) = (mr ,m2) =16 
由 于 (zl ,m2) =1, 上 式 等 价 于 式 (8)。 
由 定理 5.20 利用 归纳 法 ,如 同 证 明定 理 5.18 一 样 ,立即 推 
出 : 
定理 5.21 设 闫 = mg…m,m1,…, mx 两 两 既 约 。 再 设 普 
=mMIIS 挟 昌 , 及 
z=Miz Dt. t+ Miers, (9) 
那么 ,z 遍历 模 m 的 完全 ( 既 约 ) 剩 余 系 的 充 要 条 件 是 z0),…， 
xz(5 分 别 遍历 模 mx1,…, m4 的 完全 ( 既 约 ) 剩 余 系 。 
证 久 =2 即 定 理 5.20, 所 以 成 立 。 设 = nn (之 2) 定 理 成 立 ， 
当 训 =n+1 时 ,=m…msmat1o 设 江 由 式 (9)(k=n+1) 给 
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出 ， 


= 
mPatl Mn+l 


我 们 有 


PT 如 
TD 
antl 


出 以 上 两 式 ,从 归纳 候 设 及 定理 对 2 成 立 ,就 推出 所 要 结论 。 

由 定理 5.21 及 定理 5.16 就 推出 (证 明 留 给 该 者 ) : 

定理 $.22 ”在 定理 5.21 的 符号 和 条 件 下 ,再 设 wj (is7 委 
) 是 任意 取 定 的 整数 ,满足 (4, ,mj)=1 (1 二 j 志 k)。 那 么 ， 

r=aMiz td te at (10) 

遍历 模 m 的 完全 ( 既 约 ) 剩 余 系 的 充 要 条 件 是 x 个 (1 志 j 志 ) 分 别 
遍历 模 mw; 的 完全 ( 既 约 ) 剩 余 系 。 

例 1 利用 模 3 的 剩余 系 来 表示 3"(n 之 2) 的 剩余 系 。 

和 解 ” 由 定理 5.19 知 , 当 ro 遍历 模 3 的 完全 ( 嗓 约 ) 剩 余 系 ， 
zO0O<j 委 2 遍历 模 3 的 完全 剩余 系 时 ， 

区 一 工人 二 302) 十、 十 3 ra) 

遍历 模 3” 的 完全 ( 既 约 ) 剩 余 系 ,特别 地 ,zx =0,1,2( 或 1， 
2) ,x 中 =0,1,2(2&j 志 nn) 时 ,zx 遍历 模 3" 的 最 小 非 负 完 全 (或 既 
约 ) 剩 余 系 ; 取 z=1,2,3( 或 1,2),z 人 =0,1,2(2<j 坟 QA) 时 ,x 
遍历 模 3* 的 最 小 正 完全 (或 既 约 ) 剩 余 系 ; 取 z= -1,0,1( 或 - 
1.),zO= -10,1(2<j 委 时 ,xz 遍历 模 3” 的 绝对 最 小 完全 
(或 既 约 剩余 系 。 

利用 绝对 完全 最 小 剩余 系 的 表示 法 ,我们 可 以 得 出 一 个 有 趣 
的 应 用 。 

例 2 天平 的 两 个 托盘 上 都 可 以 放置 夸 码 ,证 明 可 用 重量 分 
别 为 了 克 ,3 克 ,3 克 ,…,3” 1 克 的 nn 个 夸 码 在 天 平 上 称 出 重量 在 


1 克 到 3 了 克之 间 的 物 休 的 重量 。( 误 差 不 超 过 1 克 ) 
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z= mri 


证 明 由 于 破 码 有 三 种 放 法 : 放 左 . 放 右 、 不 放 , 可 用 - 1,1,0 
表示 这 三 种 放 法 ,而 - 1,0,1 恰好 是 模 3 的 绝对 最 小 完 系 。 由 定 
理 5.19 可 知 : 当 x 由 遍历 模 3 的 完 系 ,x 中 (2<<j 志 n) 遍 历 模 3 的 
完 系 时 ， r=7r) 十 了 (2) + +3"-1z* 沉 历 模 3* 的 完 系 , 取 zr 
=-1,0,1 (1 专 j 信 nn) 时 ,zz 遍历 模 3* 的 绝对 最 小 完 系 , 即 一 


1,.., 1,0,1,2,…, 汪 ,所 以 可 用 1 克 ,3 克 ,…,3"! 克 


的 夸 码 称 出 重量 是 工 克 ,2 克 ,…,3 克 的 物体 。 
例 3 设 m>0,(a,m)=1,6 是 整数 ,证 明 : 若 x+ 遍历 模 m 
的 完 系 , 则 


| | -wD 


证 明 当 = 遍历 模 m 的 完 系 时 ,由 定理 5.16 推论 知 ax + 6 
遍历 模 m 的 完 系 , 则 


| 和 |= 0 | 工 + .+ 亚 二 1 
LL mm PE 
= (0+1+2+.…+m-1) 
m 
= 字 (m -1) 


例 4 设 ”为 偶数 ,ai,az,…,av 是 模 n 的 完全 剩余 系 ,51， 

62,…,b, 也 是 模 ” 的 完全 剩余 系 ,证 明 
Qa1t Biast bass 十 下 

不 是 模 ” 的 完全 剩余 系 。 

证 明 由 于 为 偶数 , 即 有 

2tn+1 
然而 
nt 
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对 于 模 x 的 任意 一 个 完全 剩余 系 ,al ,az，…ans 
124 0 0 (mod z) 
同样 地 
bi+ bat mt b= #0 (mod 7) 


但 是 
{artp)+ (Cast ba) + + ta, +h,)=n(n+1)=0 (mod n), 
所 以 
ait blart br ,an tb 
不 是 模 = 的 完全 剩余 系 。 
例 5 设 "EN 当 z 遍历 模 m 的 简 系 时 ， 


x 3 党 人 | -和 
其 中 * 是 不 超过 m 日 与 m 互 素 的 数 的 个 数 。 
证 明 设 zl,zrz,…，,zy 是 模 m 的 简 系 ,(a,m)=1, 则 由 定 
理 5.16 知 arl,…,ar, 也 是 模 m 的 简 系 。 
和 | = || = 
这 里 7 ,72，,…,r; 是 模 m 的 最 小 正 简 系 ,又 在 模 mm 的 最 小 正 简 系 
中 , 与 m ~ rx; 是 成 对 出 现 的 (因为 (x;,m)=1, 所 以 (mm 一 ,mm ) 


> | 去 


号 可 | 


例 6 能 否 将 整数 集合 分 成 三 个 子 集 Z1,2;, Zs, 满 足 ZU 
ZaUZas=Z ,Zi 站 万 =%( 近 /和 安 3) ,使 得 zz 一 50,2 +1998 
分 别 属于 不 同 集合 ? 

解 假设 Z1,2;,23 满足 题 设 , 且 n,n 50,n+1998 分 别 属 
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于 不 同 集合 Z} ,Zi,2Z3。 引 进 符号 :(1) wm ~k& 表示 mm,k 属于 某 一 
子 集 。 
(2) (mny1) 表 示 m,n,i 取 自 三 个 不 同 子 集 。 
由 (n,n 一 50,n+1998) 每 一 数 同 减 去 50, 或 同 加 上 1998 仍 
然 属于 二 个 不 同 子 集 。 
p(n —50,n—100,n+1948) 有 (n+1998,n+1948,n +2.1998) 
由 此 可 见 
n+19487n -50 
n+19487n + 1998 
又 由 (n,n 一 50,n+1998) 知 nxXn-50,n7Xn+1998 
故 nn 一 n+1948 
所 以 有 (nw 一 50,n 一 100,n), 从 而 (nn 一 100,n 一 150,n 一 50) 
则 nn 一 x 一 150 - 
这 样 ,由 n 一 n +1948,n 一 150 可 推出 
0 一 1948 一 2.1948 一 … 一 50.1948=650x150- 100~649x150- 
100 一 … 一 100 
即 n~n 一 100, 与 naXn 一 100 矛盾 。 
故 不 能 将 Z 分 成 这 样 的 三 个 子 集 。 
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练 习 三 


1. 设 f(x,y)=x?+kzry+y, 问 是 否 存 在 整数 ,使 得 当 蔗 ， 
y 取 遍 所 有 整数 时 ,了 (xz ,y) 的 值 能 布 满 整数 集 Z? 

2. 设 p 是 奇 素数 ,a 是 连续 数列 2,3,4,…, 户 -3, 户 -2 (1 
中 的 任 一 数 , 则 数列 a,2a,3a,…,(p-3)a,(p-2)a,(p-1)a 
(2) 中 必 有 一 个 且 只 有 一 个 数 关于 模 p 与 1 同 余 , 设 此 数 为 ia， 
则 ; 为 (1) 中 的 数 且 与 a 相 异 。 

3. 设 p 为 奇 素数 , 则 

2.3…( p -2)=1 (mod p) 
4. 设 (a,m)=1, 证 明 方程 
az 三 上 (mod m) 

在 10,1,2,…,m 一 1| 中 有 了 唯一 解 。 

5. 是 否 可 从 10 个 6 位 电话 号 码 中 选 出 105 个 ,在 同时 删 去 
第 大 位 ,(kE 11,2,3,4,5,6| 后 ,得 到 的 都 是 从 00000 到 99999 的 
全 体 5 位 号 码 ? 

6. 30 对 夫妻 围 着 圆桌 坐 下 ,证 明 至 少 有 两 名 妻子 到 各 自 丈 
夫 的 距离 相等 。 

7. 设 a,b,xoEN 

Xa=arn-itb n=1,2, 

证 明 x1,x2,… ,不 可 能 都 是 负数 。 

8. 等 差 数 列 由 n>2 个 正 负数 组 成 ,公差 4 >0, 证 明 卫 p| 
昌 , 其 中 p 为 小 于 的 负数 。 . 

9. 设 a1,a2,…, a 为 无 限 正 整数 , 且 ai 之 ar11(k 守 1), 证 
明 : 存 在 a ,astp 天 gq) 使 得 方程 对 无 限 多 个 a,, 有 正 整 数 解 。 

10. 有 (siss) 是 任意 整数 ,那么 y1,y2,…,y: 是 模 mm 的 一 
组 简 系 的 充 要 条 件 是 yi + Ai,ya + 2m，… ,y+ km 是 模 m 的 
一 组 简 系 。 
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第 六 章 ” 欧 拉 定 理 与 威 尔 示 定理 


$1 欧 拉 函 数 


1.1 基本 概念 

定义 6.1 对 任意 正 整数 mo ,数列 

0,1,2,. um~1 (1) 

中 与 m 互 家 的 数 的 个 数 , 称 为 欧 拉 明 数 , 记 为 p(m)。 

由 第 五 章 可 知 , 复 mm 的 既 约 剩余 系 是 

r modm,(r,m)=1,lSrem 

所 以 模 mm 的 一 个 婚约 系 内 元 素 的 个 数 就 是 p(zm)。 

当 m=1 时 , 模 1 的 同 余 类 只 有 0modi, 故 g(1)=1; 模 2 的 
同 余 类 有 两 个 ,0 mod2 和 1mod2, 只 有 1mod2 是 既 约 剩余 类 , 故 p 
(2)=1; 同 理 易 知 pg(3) =2,g(4) =2,g(5)=4, 等 等 。 当 p 为 素 
数 时 , p(P)= 一 1。 

定理 6.1 《1 ) 存 在 p(m) 个 数 ,两 两 对 模 wm 不 同 余 且 均 与 
m 互 窒 。 

(i ) 在 任意 取 定 的 pg(m)+1 个 均 与 m 互 素 的 整数 中 , 必 有 
两 数 对 模 m 同 余 。 

例如 详 =4 时 ,2p(4)=2 模 4 的 一 组 既 约 剩余 系 是 lmod 4,3 
mod4, 故 存在 gp(za) =2 个 数 , 对 模 4 不同 余 且 均 与 4 互 素 。 

证 明 略 。 
1.2 ” 欧 拉 函 数 的 计算 

已 经 知道 当 p 为 素数 时 , g(p)= p11, 下 面 研究 当 m= 六 
(zp 为 素数 ) 时 ,其 欧 拉 函数 的 表达 式 。 

引 理 1 设 p 是 素数 ,k 之 1, 那 么 
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Gp)= pp—1) (2) 
且 模 p 的 既 约 剩余 系 是 
(e+ 护 )mod 久 Tesp-1 0 生生 六-1 
(3) 
证 明 : 9( 芒 ) 等 于 满足 以 下 条 件 的 > 的 个 数 
1<r<p,H(r, pt)=1 


由 于 是 素 数 ,7,p)= | 人 ,而 C7, 六) 一 1 的 这 要 条 件 


是 (7,p)=1 ,中 四 >, 因此 g( 六 ) 就 等 于 1,2,…, 大 中 不 能 被 p 
整除 的 数 的 个 数 ,而 1,2,…, pr 中 能 被 p 整除 的 数 有 六 :个 , 故 p 
Cpe) = pp pp-1), 

由 带 余 除法 知 , 任 一 r,1sr 委 六 ,pr 可 表示 为 

r=bpta la 所 p-1,0<b 所 六 1; 反之 任 一 满足 1&a 
所 p -1,0S6 所 以 - 11 的 a,5 相应 的 r=6p+a 必 满 足 ptr, 生 
1 所 7 所 所 , 引 理 得 证 。 

例如 mm 一 8 时 ,pg(23)=23--22=4, 模 8 的 一 组 既 约 剩余 系 是 
(at26b)mod8 1 委 c 委 1,0 委 5 委 2 -1 即 lmodg,3modg, 
Smod8 ,7modg8 是 模 8 的 既 约 剩余 系 。 

引 理 2 (m,n)=1, 则 gp{mn)= yp(m) p(n) 

证 明 : 设 ri,zz…zetm) 是 模 m 的 既 约 剩余 系 ，y1，,y2… ypn) 
是 模 ”的 既 约 剩余 系 , 则 y; = nx; + my 是 模 mn 的 既 约 剩余 系 。 
这 时 1 和 pg(m) ,Sj 所 qg(n), 共 有 gplm)' gln) 个 ,下 证 
它们 两 两 对 模 mn 不 同 余 , 若 ri， ,二 rio,,(mod rn) 


WM nzil + my = nis + ma mod mn) 


则 nxnz (mod m) 
由 于 (n,m)=1, 则 zi 三 To (modm) 
由 于 xii ,zw 在 同一 模 mx 的 既 约 剩余 系 中 取 值 , 故 有 x; = za 以 
及 必 有 my 二 myj2(mod mn), 故 有 yj 三 yi2(modn), 同 理 可 知 
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Wl 20 

最 后 证 (xxi + my mn) 二 1o 设 (nri + ry,mn)=d, 则 a| 
nr; 二 pyrd imn, 由 于 (n,m)=1, 不 妨 设 dln,dtm, 则 由 a| 
myjs 有 dlyj, 即 di(y,n) 故 d=1,(riy,mn)=1, 故 有 gp(mn) 
= pm)' p(n), 

由 引 理 2 可 得 , 若 x,m2…mm; 两 两 所 素 , 则 
pm 2 二 更 Do) plm,) 

由 上 述 两 个 引 理 ,就 可 得 到 下 述 定 理 。 

定理 6.2 设 m 的 标准 分 解 式 为 前 1p 噶 六 ,其 中 pi, pa… pps 
为 互 不 相同 的 素数 ,a; 汪 1(i=1,2…r), 则 

9(m)= 直 扯 眶 名-D= 下 (不 一 扯 -0)。 

推论 若 n|m, 则 p(n)| plm) 

例 1 ? 为 自然 数 ,p(=) 或 者 等 于 1 ,或 者 是 偶数 。 即 当 ”> 
2 时 ,p(n) 恒 为 偶数 。 

证 明 : pg(1)= pg(2)=1。 下 证 n>2 时 ,p(n) 为 偶数 。 
首先 , 当 n=24, 守 2, 则 pln)=247 ! 是 偶数 。 

当 n= phm (pp 为 奇数 ,& 宇 1), 则 p(n)= pg(p)g(m)= 
产 (Pp-1)glm) 由 于 pp-1 为 偶数 , 故 p(n) 为 偶数 。 

例 2 自然 数 N 仅 含 有 质 因数 3,5,7, 且 p(N)=3600。 
求 N。 

解 : 令 N=3%5%7%, 则 wp(N)=3“ 4517 1(3 一 1)(5 一 
1)(7-1)=3600 

24.35.5%2 17o 1 一 24.32.S2.70 
故 oi=2,az=3,as=1 
N=32537=7875 

例 3 若 ”是 大 于 1 的 自然 数 , 它 有 > 个 不 同 的 素 因数 , 则 9 

(?) 演 * 二 详 a 有 ， 个 不 同 的 奇 素 因数 , 则 2"1g(n)。 
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证 明 : 设 n= php… ps 记 ; 为 下 相同 的 素数 ， Qai21,i=1, 
2 坟 )= -而 
> 下 (1 3)= nn"F-o。 车 所 有 的 p; 均 为 奇数 , 则 


za = pmb) 


p; 一 1 是 偶数 (i=1,2， pa 万 是 整数 ， 故 2"|g(n) 
例 4 设 m 是 自然 数 ,Ca， a 


(1 ) 当 x 通过 模 m 的 完全 剩余 系 时 , 允 | 生 二 | = 如 


(1 ) 当 x 通过 机 的 有 约 利 余 系 是 ,| 二 | = 
其 中 1z} 表 示 z 的 分 数 部 分 。 

证 明 :首先 说 明 : 着， 二 )=1, 则 (mx,m)=1。 并 且 1< 
X 信 mm 时 1 加 之 黄 一 x 全 1。 事实 上 , 若 (m,m -x)=d, 则 dlm,d 
1 一， 
歼 dlz,d|(m,z), 即 d=1 下 面 只 证 明 ( 外 )。 

如 果 zi,za…zptm) 是 模 m 的 简 系 ,Ca,m)=1, 则 

az erz…azotm 也 是 模 mm 的 简 系 ,从 而 号 | 侍 | = 号 


到 |= 卫 三 
m| Fm 


| 于 | 不 纺 设 < msi 一 1,2-…p(m)。 这 时 习 


故 2 了 和 -D+DE =D1= pm) 
之 如 
Wy | | 2), 
iml 2 


1.3 欧 拉 函数 的 基本 性 质 
引 理 2 指出 ,两 个 互 素数 之 积 的 欧 拉 函数 等 于 这 两 个 数 的 欧 
拉 函 数 之 积 ,下 面 继续 讨论 两 个 正 整 数 积 的 欧 拉 函 数 。 
定理 6.3 (1 ) 设 m= mimz, 车 mi 与 m2 有 相同 的 案 因 
数 , 则 
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plim)= mplm)= miplm2) 
(iD 设 Gms)=4 则 glmn)= 9(m)p(n)z 拘 ) 
证 明 :( |) 设 mi= phpepr >1,i=1,2, ,7 
= 循 妨 … 志 B21,i=1,2,… ro 
则 一 训 imz= 攻 p25, 又 p(w)= 吉 各 (1 二),9(m)=m 
fa - 工 
a 
大 gm)= mag( m1) = mpg( mz) 
TQ- 二) 本 十) 
- 工 
HI, 


pl (mn) 


(Hy plma)= ma (1 一 


) = mn 


1 
p 
mm 肛 (1 一 十)-nTl(1 一 二) 
1 
N17) 
pm)pln) a 
故 pq(mn)= (全 pm)y na) 
d 
欧 拉 函数 是 一 种 典型 的 积 性 函数 , 即 满足 
定义 6.2 若 函 数 f(n) 满 足下 列 条 件 ; 
(1) fn) 对 任意 正 整数 有 定义 ,县 至 少 存在 一 个 正 整 数 a， 
使 f(a) 尖 0。 
《和 朋 ) 车 (zm ,7)=1, 则 fp1n)= (m2)f(n)o 
则 称 用) 为 积 性 (可 乘 ) 函 数 。 若 条 件 (i ) 不 要 求 m 与 互 素 ， 
即 对 任意 的 正 整数 m,n 均 有 f(xmn)= 了 (m)f(n), 则 称 f(n) 为 
完全 积 性 函数 。 
如 gpg(24)= pl4x6)=8zp(4) 9(6) 
8= 9(24)= p(3x8)= pg(3) 9(8) 
由 定理 6.3 知 , 欧 拉 函 数 不 是 完全 积 性 函数 。 由 积 性 函数 的 
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定义 可 知 , 只 要 讨论 了 积 性 函数 F(n ) 在 所 有 素数 宕 上 值 的 结构 ， 
Fn) 在 正 整数 集 上 值 的 形式 就 清楚 了 ,从 前 面 对 欧 拉 函 数 的 讨论 
可 看 出 , 欧 拉 函数 的 表达 式 正 是 洛 着 这 样 的 思路 逐步 得 出 的 ,这 也 
体现 了 积 性 函数 的 重要 性 。 

积 性 函数 有 下 面 基 本 性 质 

定理 6.4 (1) 如 果 f(x) 是 一 个 积 性 铺 数 , 则 FLD)= 1 

(有) 车 f(n) 和 g(n) 都 是 积 人 性 函数 , 则 h(n)= 了 
(x)*g(n) 也 是 积 性 函数 。 

证 明 :( i ) 由 定义 知 一 定 存在 一 个 正 整数 a ,使 /(a)0， 

由 于 (4a,1)=1,f(a)= f(axD=f(a)f(), 从 而 了 (DD)=1。 

Ci) 当 w=1 时 ,h(1)=f(1Dg(l)=1 故 A(z) 不 便 为 零 。 
若 4a,6 是 两 个 正 整数 ,而 且 (a ,6) = 1, 则 

hlab)= ab)g(ob)=Fa)FCOIg(a)Ss(B) = h(a)h 
(8) 
即 h(n) 是 积 性 函数 。 

最 后 ,我们 给 出 欧 拉 函 数 的 另 一 个 重要 性 质 , 先 证 一 个 引 理 : 

引 理 3 车 = op, 则 不 大 于 * 而 与 n 以 a 为 最 大 公约 数 的 
数 的 个 数 为 p(8) 

证 明 :不 大 于 而 与 4 以 a 为 公约 数 的 数 是 :a,2a，…fa。 若 
(ka,n)=a, 即 (ka,a8)=a 即 (有 ,8)=1,1 志 k 扎 8, 而 这 样 的 & 共 
有 p(B) 个 , 故 引 理 3 得 证 。 

为 了 叙述 方便 ,引信 下 述 符号 。 

sg)= |m|(m,n)=a,1 志 m 壹 nj, 由 引 理 3 知 |s(a)| = 
? ( 芋 )。 很 容易 得 到 下 面 两 条 人 性质 : 

(D) soa) Ns(a)=9 (ci 天 ai) 
事实 上 ,没有 一 个 介 于 1 与 之 间 的 数 ,与 n 的 最 大 公约 数 既 是 
a 又 是 @。 

(2) NsCa)= 41,2,nl 
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对 任意 的 1 所 mn, 均 有 aln, 使 (m,n) 一 a, 取 a- (天 ,2) 即 
可 。 
自 以 上 两 条 性 质 可 知 弛 p(d)= 1s(d)| no 故 有 下 述 定理 。 
定理 6.5 (高 斯 公式 ) ,自然 数 ”的 所 有 正 因 数 的 欧 拉 淄 数 
值 之 和 等 于 。 即 当 a>1 时 ,有 有 2p(d) = ns 
采用 将 1,2,…n 分 成 互 不 相交 的 工 类 的 方法 证 明 高 斯 公式 。 
证 明 : 设 1=4d1<d2<…<dr=n 为 n 的 全 体 约 数 。 其 中 不 
大 于 而 与 2 以 di 为 最 大 公约 数 的 数 有 qldr) 个 ,由 于 n= 
didr=d2dr-1=…=drdi 不 大 于 而 与 4 以 dy 为 最 大 公约 数 
的 数 有 gp(dr-1) 个 ,… 不 大 于 n 而 与 4 以 di 为 最 大 公约 数 的 数 
有 pldD) 个 , 邦 n= gp(d1)+…+ gldr)。 即 n= Ppld): 
例如 20 有 6 个 因数 1,2,4,5,10,20, 必 有 
20= pg(1D) + p22) + gp(4) + pg(5)+ pg(10)+ g(20)=1+1+2 
+4+4+8。 


例 1 设 a>1, 则 o(v)= 》 np(z), 其 中 (n) 赤 示 不 大 于 
妈 而 与 互 素 的 数 之 和 。 

证 明 : 若 (xn ,a)=1, 则 (n,n 一 a)=1, 设 al,a2…agp(m) 为 不 大 
于 而 与 互 素 的 数 的 全 体 , 则 z 一 a1,n 一 a2…n-ay(wj 也 是 不 大 


F 且 与 # 互 素 的 数 的 全 体 ,由 (= oi= (na) 


故 2c(a)= 沉 w= 和 gp(z) 即 证 明 f oln)= 二 np(n)。 


例如 5(420)= 直 X420x g(2X3x5x7)=210Xx2x2x4x6= 
20160。 
例 2 求 满足 下 面 等 式 的 所 有 正 整 数 m 和 n。 
p mm) = pm) + pn) 
解 : 设 4= (m,n) 则 g(mn)=9(m) pln)d/p(d)=9 
(m)}+ p(n) 
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I 1 _ad Cd) 9(d)_ 
plm) + pln) Pay Nytm) + pony 4 (9 


由 于 d=(m,n) 故 pl 1pm), pa) pln), SL, 


pln) 

记 a= 全 加 ,b= 伐 加 , 当 d>2 时 ,(4) 式 无 解放 d=1 或 
2。 当 d=1 时 ,由 二 + 击 =1 知 a=2=b,g(m)=g(n)=2, 经 
验证 只 有 m=4,n=3 或 m=3,n =4。 
当 4d=2 时 ,a=5=1,p(m)=gp(n)=1, 只 有 m=n=2o6 
综 上 所 述 ,满足 方程 (mn) = glm)+ g(n) 的 解 为 
m=4 |m=3 
n=3 ln=4 


m=2 
n=2 
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练 习 一 
1. 试 证 使 g(m)= 14 的 自然 数 m 不 存在 
2. 证 明 
《1) 若 ”是 奇数 , 则 p(2n)= gp(n) 
(2) 若 ”是 偶数 , 则 p(22)=29(z) 


(1)9(4 大 十 2)= g(2k + 1) 
(2)9(4k)=29(2k) 


4. 证 明 Gere 其 中 p(n) ,d(xn) 分 别 为 n 的 欧 拉 沙 
数值 和 约 数 个 数 。 

5. 利用 glm ) 的 公式 证 明 有 无 限 多 个 素数 。 

6. 证 明 ; 甘 614, 则 p(n)< 专 %。 

7. 车 NN 为 仅 具 有 200…0 或 500…0 形式 的 数 , 且 不 大 于 入 
与 N 互 质 的 数 的 个 数 是 80, 求 N。 

8. 设 >= 的 … 扩 , 若 用 p(n,71) 表 示 从 1 到 /这 i 个 自然 数 
中 与 ” 互 素 的 数 的 个 数 ,那么 


pm) = BI] 六 [起 ] + 


人 | 1 = Lpip; 


[ps 元 ] 
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$2 欧 拉 定 理 与 威尔逊 定理 


2.1 费 尔 马 [Fermat) 定 理 


定理 6.6 〈 费 尔 马 定理 ) 若 p 为 素数 , 则 a? 寺 a (mod p) 


(5) 
费 尔 马 定理 对 解决 数学 竞赛 题 有 着 广泛 的 应 用 ,我 们 先 给 出 
一 个 初等 证 明 。 
证 明 :不 妨 假 设 a 为 非 负 整 数 ,对 a 作 数 学 归纳 。 
当 4=0 或 1 时 ,(5) 式 成 立 
当 pla 时， (5) 式 成 立 
假设 a 为 大 于 1 的 任意 整数 , 当 a = nn 时 ,命题 成 立 , 则 当 a 
=n+1 时 


n+l)P (n+l) na -nt(cha + en ?+ 
cp n=n -ntpN 


由 归纳 法 知 pr? 一 n, 故 pln+1)? 一 (n+ 让 , 即 (n +1)? 寺 n 
+1(mod 户 ) 从 而 (5) 式 对 于 任意 非 负 整数 a 均 成 立 。 定 理 得 证 。 
推论 : 若 p 为 素数 ,ta,p)=1, 则 a? :1(0mod p》 

此 推论 常 称 为 费 尔 马 小 定理 。 
例 1 求证 199| ai% 
证 明 :199 是 素数 , 故 (i,199)=1,i=1,2…200 

故 i1% 二 ] (mod 199) 


i=1,2°198 
又 1991% 二 0 (mod 199),200==1 (mod 199) 
on 
喜 包 78 二 1+1+…+1+0+1=199 寺 0 (mod 199) ” 即 199| 
和 i 
i198 
总 


求证 当 n 为 奇数 时 ,4"(22**1 -1) 的 十 进位 数 的 末 两 
位 数 是 28。 


证 明 : 设 n=2k+1, 需 证 2412(2%+3-1) 二 28 (mod 100) 
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只 需 证 28 3 一 24 -7 二 0 (mod 25) 

由 于 (2,5) =1, 故 24 王 1(mod 5),24 寺 1 mod 5 

8 3- 24 7=8:23k 一 244 -7= 【244 一 1)(24473 二 7) 

由 于 24 ”3 + 7 二 + 7 王 15=0(mod 5)， 故 S|2473+7 

因此 有 n 为 奇数 时 ,4"(22"*! 1) 二 28(mod 25)。 

故 当 n 为 奇数 时 ,4"(22" -1 的 十 进位 数 的 末 两 位 数 是 28。 

例 3 假设 p 是 质数 ,a ,2 是 任意 二 个 整数 ,求证 

(a+b)tat + (mod p) 

证 明 : 若 pla 上 且 p16 ,结论 显然 成 立 ,车 a,b 二 者 之 一 能 被 p 
整除 ,不妨 令 p158, 则 

(e+ 二 dp bql 二 a? + 如 (mod pp) 结论 成 立 。 
现 设 pta, 且 pt6, 据 费 尔 马 定理 有 af 寺 a(mod p) Wb 
(mod p) 
即 有 a? + 太守 a +b(mod p), 由 费 尔 马 定理 知 (a + 6)? 二 (a + 六} 
{mod p) 

得 (a + 5)? 二 (a + 6b) 三 af + 怒 

例 4 试 证 对 任意 自然 数 a,A = 2003a2 + 2007 不 是 完全 平 
方 数 

证 明 : 若 131a , 则 A 二 2007 寺 5( 二 mod 13) 

若 13+a , 则 A 二 2003+2007 寺 6 二 (mod 13) 

下 证 对 任意 的 完全 平方 数 m? 被 13 除 不 能 余 5 或 6。 

令 m=13&k+r (10<r<13) 当 r=0 时 ,m? 除 以 13 余 
数 为 0。 假设 m?=132k*+13x2kr+r? 三 5 或 6 (mod 13) 

即 及 三 5 (mod13) 或 ?二 6 (mod 13) 1 扫 r 委 12 经 验 
证 1,2…12 中 任 一 数 的 平方 模 13 均 不 为 5 或 6， 

故 2003a2 + 2007 不 是 完全 平方 数 。 


例 5 求证 f(z)= 二 z+ 证 z*+ 志 z 一直 x 为 整 值 多 项 式 
所 谓 整 值 多 项 式 是 指 :一 个 多 项 式 f(z) = anr"+ an -az 
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teat RE=0,l pa) 扫 > 取 任意 整数 时 .Fr) 
的 售卖 护 数 ， 显然 , 妆 wu 和 > 时 ,A(x+) 一 定 为 整 值 多 项 式 , 介 当 
ai 不 全 为 整数 时 , f(x) 也 可 能 为 整 全 多项式。 如 /n= 
-上 是 整 值 多 项 式 。 

证 明 : 员 费 尔 马 定理 知 pp,w*-n (p 为 质数 ) 


履 &(7) 下 本 束 从 多 项 式 。 


太一 


Hz)= 二 (zs 了 + z) +z Drrt 
Dr 
用 于 212fx 一 ), 妈 于 (zx) 了 Cr- ttl) + 
二 是 整 值 多 项 式 。 ， 
故 .f(z) 是 来 人 多 项 式 。 


关于 整 值 多 项 式 ,有 如 下 的 定理 
定理 6.7 多项式 f(x) 是 整 值 多 项 式 的 充 要 条 件 是 存在 整 


数 ga1,a2… oo 使 plr) a ) ta i) te ta(T)+ 


nl) (6) 


sl) ew 


证 明 :充分 性 ,只 须 证 (是 整数 即 可 。 


一 一 二 一 -k+l 
mk, (= Dt 


0<m<h 1, (Y )=0 
148 


当 和 m<0 时 , 令 =~ mo,mo>0， 
mmo( mo“) (- mo-k+1) 
则 (2) k&! 


motR— 1) (motl)m 
CD 


(多 =(- DAC5 41= (一 DC sn-1 是 整数 。 
由 于 gi(i=0,1,…n) 是 整数 , 故 (x) 是 整 值 多 项 式 。 
必要 性 
设 p(z) 是 ”次 整 值 多 项 式 ,对 归纳。 
当 n=0 时 显然 
设 p(z) 是 n+1 次 整 值 多 项 式 
任 一 个 次 多 项 式 Q(x) 都 可 以 唯一 地 表示 成 


nn 


Qtr) = (E+ )+te ta (®) rao, (aE R) (7) 


因为 只 要 令 x =0,1,…, 通 过 (7) 式 就 可 以 逐个 确定 出 sl,az… 
es 的 值 ,并 且 (7) 式 是 唯一 的 。 


pcm) 
下 证 系数 ai ,a2…a,;， 都 是 整数 
显然 p(x +1) 也 是 整 值 多 项 式 。 故 f(x+)= p(x+1) 一 p(x) 是 
整 值 多 项 式 ,由 于 当 + 之 1 时 有 
人 2 全 C+D +2) 


r rl 
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#0 
f(x) 是 次 整 值 多 项 式 ,由 归纳 艇 设 知 a1,42…a, ,1 都 是 整数 ， 
又 p(0) = on 也 是 整数 , 吉 a0,41,…a ti 都 是 整数 。 

用 此 定理 来 判断 p(z) 是 否 为 整 值 多 项 式 ,计算 往往 比较 繁 
锁 , 下 面 给 出 另 一 个 判定 定理 。 

定理 6.8 次 多 项 式 p(z) 为 整 值 多 项 式 的 充 要 条 件 是 z 
取 菜 +1 个 连续 整数 时 ,p(x) 的 值 都 是 整数 。 

证 阴 : 必 要 性 显然 

对 用 归纳 法 证 明 充分 性 。 

一 0 时 显然 。 假 设 结论 对 次 多 项 式 成 立 。 

设 p(z) 是 +1 次 多 项 式 , 当 z=n,n+t1,… ,nt+kk+1 时 ,p 
(x) 取 台数 , 令 p(z) = (1)+a(2) + ta (7)+ao, 
(ai€E R)。 

Q=p(zx+1) plz) -an (FT) tal 1) t+ a 
(了 )+ ai( 二 在 4+1 个 连续 整数 ,n+1…n + 上 取 整 数值 。 
故 Q(z) 是 整 值 多 项 式 , 则 a1, az,… ,ai+i 都 是 整数 。 又 wo= 
(as 人 人 -aa( 全 -一 -al ?也 是 整数 ,因而 p(z) 是 
整 值 多 项 式 。 

例 6 求证 w€Z,/(n) = 二- 字 如 + 韦 4 -1 被 3 除 余 2。 

证 明 : 要 证 f(n) 二 2(mod 3) ,只 需 证 fn)+1 寺 0(mod 3) 也 
就 是 要 证 F(n) = 攻 2 二 1 是 整 值 多 项 式 , 直 费 尔 马 定理 可 证 ,下 


面 用 定理 6.8 来 


工 2 ,fl 
Fem)= 吉 一 二 n ?+ 所 n= ( 吉 * n+ 加 ) 
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不 难 验证 n=0,+1,+2 时 , 直 必 -于 ，+ 贡 的 值 都 是 整数 , 故 


吉 ** 一 二 + 亏 是 整 信 多 项 式 , 即 说 明 F(x) 是 整 值 多 项 式 ,从 而 
此 题 得 证 。 


2.2 欧 拉 {Euler) 定 理 

定理 6.9 (网 拉 定理 )m 这 2,(a,m)=1 
则 a? 二 1(mod m) 

证 明 : 设 -ra…zrp(m) 是 模 m 的 既 约 剩余 系 ,由 (a,m)= 1 
知 ,ari,ar2…are(tm) 也 是 模 m 的 既 约 剩余 系 ,从 而 


GY 


=P (an) (modm) 


gm) Pm) 
HU na I rs (modm) 由 于 (ri,m)=1， 
i=1,29(m) 


故 (办 = mm)=1, 则 有 ap(m 王 1(modm )。 
欧 拉 定理 实际 是 费 尔 马 定理 的 推广 ,内 而 应 用 更 广泛 。 
例 1 设 (a,m)=1,c 是 使 a' 二 1(modrm) 成 立 的 最 小 正 整 
数 , 则 c| gCm)。 
证 明 : 设 chglm), 则 pl(m)=cq+r 0<r<c 于 是 
1 三 a? 二 a%+" 二 qr(mod m) 这 与 c 最 小 矛 逢 。 


故 必 有 c|p(m)。 
定理 6.10 设 (a,m)=1,4do 是 使 a 二 1(modm) (8) 
成 立 的 最 小 正 整数 4 的 充 要 条 件 是 ee 二 1(modzz) (9) 
且 a0,eL mass (10) 


对 模 m 两 两 不 同 余 。 特 别 地 ,do = plm) 的 充 要 条 件 是 (10) 
给 出 了 模 m 的 一 组 既 约 剩余 系 。 
证 明 : 先 证 定理 的 第 一 部 分 。 设 do 是 使 (8) 成 立 的 最 小 正 整 
数 , 即 a% 沁 1(modrm )。 
兰 存 在 0<i<j 志 do 一 1, 使 4' 三 @ (modm) 
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则 ila 了 1 三 0(modm), 故 a7 i 二 1(modm) 
而 1<5 ~ i< do, 这 与 do 的 最 小 性 矛盾 。 

反之 ,车 (10) 给 出 了 一 组 对 模 m 两 两 不 同 余 的 数 , 且 a% 寺 1 
{modm), 则 由 ai 半 a?=1(modm)(j=1,2…do 一 1), 即 当 0<4d 
< 机 时 ,(9) 式 不 成 立 , 从 而 证 明了 do 是 最 小 的 正 整数 。 

再 证 第 一 部 分 。 必 要 性 由 第 一 部 分 及 gp{m ) 的 意义 即 得 , 充 
分 性 则 由 第 一 部 分 及 欧 拉 定 理 保证 。 

例 2 车 1978” 与 1978"(z > z 之 1) 的 最 后 三 位 数字 相同 ， 
试 求 m,n ,使 m+n 的 值 最 小 。 

证 明 : 依 题 意 ,应 有 ”1978” - 1978"=0 (mod1000) 

即 m,n 应 同时 满足 下 面 两 式 

(1) 1978"”- 1978" 寺 0(mod8) 即 2”989”" 二 2”*989* (mod8) 

(Ti) 1978” ~ 1978"=0(modl125) 即 1978™ " 寺 0(mod125) 
由 ( 1) 可 得 ;由 于 (8,989)=1, 故 (989” .8) =1, 从 而 有 

27"989” "二 2"(mod8) 即 227(2” "989” "1) 二 0(mod8) 
显然 (2” "989” "一 1,8)=1, 故 812", 从 而 n 之 3, 为 使 m+xn 达 
到 最 小 值 ,可 取 ”= 3。 

又 由 于 (1978,125)=1,9(125)=100 

由 ( 并) 可 知 m 一 wn1100, 又 由 欧 拉 定理 知 19784 二 1(mod5) 由 
1978” "二 0(mod125) 可 知 1978”-* 寺 0(mod5) 
当 &=1,2,3 时 ,19784* 天 1(mod5), 故 4|m -ma, 即 产 - 半 只 能 是 
4,20,100 三 数 之 一 ,验证 得 到 

19784 生 ( -22)4* 兰 6(modi25) 19782? 寺 6 二 31 (mod125) 
因此 mx -只 能 肥 100, 故 m=103,n+m=106。 

例 3 正 整 数 M 取 何 值 时 ,有 51(1999™M + M39) 

解 :显然 1999* 二 ( -1)M(mod5)。 

当 5|M 时 ,M3%=0(mod 5) 
当政 M 时 ,由 于 g(5)-4,(5,1999) -1,M* 二 1(mod5) 
从 而 M39 二 M49913==M3(mod5) 
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设 M=S5+ryr=1;2,3,4 时 ,AM3 除 以 5 余数 分 别 为 1, -2,2,1 
故 当 - -2,3 时 ,531999 失 二 ME 
当 -1,4 时 ,对 M 的 奇偶 性 进行 讨论 
车 M 为 育 数 ,1999M 圭一 1(mod5), 鼎 内 帘 MT 一 
(mod5), 
故 M=5&k+1, 又 M 是 奇数 , 故 M=10k+1 (EN)。 
车 M 为 偶数 ,1999% 王 1(mod5) ,只 需 。 MT 二 一 1(mod5) 
故 M-S&+4, 且 偶数 , 故 M-IOK -1 (REN)。 
综 三 所 述 , 当 M 为 1,11,21… 或 9,19,29… 时 51(1999M + 
M1 ), 
2.3 威 尔 避 定理 
定理 6.11 ( 威 尔 进 ”wilson) 
车 户 是 素数 ,ri,ra,…rp-1 是 模 p 的 既 约 剩余 系 , 则 
,= rir2arp-1=- 1(modp) 
特别 地 , 即 1,2,…p -1 是 模 p 的 一 组 既 约 系 .有 
(p-1)! -1(modp) 
.在 证 明定 理 之 前 , 先 看 整数 的 一 个 有 趣 的 性 质 。 设 户 是 素 
数 ,1,2.…p 一 1 是 模 p 的 一 组 既 约 系 ,除去 1 和 疡 -1 后 剩 下 的 户 
-3 个 数 防 其 结 为 一 组 ,每 一 组 数 互 为 数论 倒数 。( 若 a*a "二 1 
(medp) , 则 称 a* 是 a 的 模 p 的 数 沦 倒数 )。 
例如 p=7,1,2,3,4,5,6 中 去 掉 1 和 6, 其 余 4 个 数 两 两 互 为 
数论 倒数 ,2x 4 二 1(mod7),3x5==1(mod7)。 
证 了 明 : 当 记 ~2 时 ,定理 成 立 。 不 妨 设 p 之 3。 由 第 五 章 知识 
知 , 对 取 定 的 = ,r2…7s-1 这 一 组 既 约 系 中 的 每 个 x,, 必 有 唯一 的 
让 ,使 得 rirj 二 1(modp) {11) 
且 r= 的 充 要 条 件 是 xr? 二 1(modp) 即 (r; 一 1)(r;+1) 二 0 
(modp)。 
由 于 p 之 3 是 素数 , 故 上 式 成 立 的 充 要 条 件 是 
ri 二 1(modp) 或 + 二 -1(modp) (12) 
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由 于 这 3, 故 上 述 两 式 不 能 同时 成 立 。 故 在 这 组 模 方 的 既 约 系 
中 ,除了 ;二 1, -1modp) 这 两 个 数 外 ,对 其 它 的 x;, 必 有 六 夫 产 ， 
使 (11) 式 成 立 。 

不 妨 设 ”二 1(modp),m -=-1(0mnodp) ,这样 在 这 组 模 p 
的 既 约 系 中 除 式 满足 (12) 式 的 两 数 外 ,其 余 的 数 恰 好 按 (11) 式 两 
两 配对 , 即 有 rz,r3…7p -2 尘 1(modp)。, 故 有 vi,r2…ps-1 三 -1 
(modp)。 当 取 1,2,…p 一 1 为 模 p 的 既 约 系 时 ,显然 有 (一 1)! 
硅 ~1(modp) 威 尔 避 定理 得 证 。 

数学 竞赛 中 经 常用 到 威尔逊 定理 的 特殊 情况 , 即 ( 户 - 1U)1 三 
-1(modp) ,其 逆 也 真 , 即 有 下 述 定理 。 

定理 6.12 车 (p 一 1)! 二 -1(modp), 则 p 为 素数 。 

证 明 :假设 p 不 是 素数 , 划 存 在 d,dlp 且 1<ad<p， 

由 (pp 一 1)! 三 -1(modp) 及 dlp 得 

{Pp~1)!1 二 -1(modd) 但 由 于 qd<p, 故 d|(p-1)! 
从 而 0 二 -1(modd ) ,矛盾 , 故 p 为 素数 。 

威 尔 撑 定理 及 其 逆 给 出 了 确定 素数 的 充 要 条 件 , 即 一 个 整数 
m1 是 素数 的 充分 必要 条 件 是 (m -1)1 三 ~1(modm)。 下 面 
说 明 威 尔 避 定理 在 二 次 同 余 式 上 的 应 用 

例 1 若 户 是 大 于 2 的 素数 , 则 


(二 +-D 邱 =o(modn) 
证 明 ; 小 于 的 正 整数 可 写成 


1,2,° “31,p- 好 1 “pp-2,p~1, 故 


(p-1)! La 
{(p-1) 
=1x2x x blx (pp 0) 
人 (an 
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由 威 尔 簿 定理 知 ( - 1) 伍 亏 ( 三 4) 三 -1(modp) 
{251) +(-1) 气 :=0(modp) 
例 2 二 次 回 余 式 z?+ 1 二 0(modp) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 
三 1mod4) ,其 中 p 是 奇 素数 。 
证 明 : 充 分 性 : 若 p 三 1(mod4), 则 
(p -DI 1x2x x lp 1)(p- 2). 


(2 -三 1)=( -DD 生 (她 二) (modp) 
族 -I=C-D1 =( 刀 4 (modp) 


即 [名 于 1) 请 是 一 次 同 余 式 zz+ 1=0(modp) 
必要 性 ， 
设 e 是 +?+1 二 0(modp) 的 任 一 解 ,因而 a? 寺 -1(modp) 
由 pta 及 费 尔 马 定理 知 
1=e? 1= (47) 和 =(-D) 寺 (modp) 
故 p11 一 (~]) 委 ), 车 1-(-1) 乞 ! 下 关 0, 则 p12, 这 与 是 


译 数 不 盾 ,于 是 有 1=( - 1) 和 , 即 妃 于] 为 偶数 , 故 p 二 1(mod4)。 


由 此 题 知 zz + 1=0《mod17) 的 解 为 24711! = 8! 二 13 
(mod17) 

即 x*+1 二 0(mod17) 的 解 为 z==13(mod17) 

例 3 设 p 是 奇 素数 ,证 明 

(1) Px3x$x.x(p-27=( DY (modp) 

(2) Rx4XOX pI (modp) 


证 明 :由 于 三 (pp 一 庆 ) 《modp), 依 次 邻 &=1,3,5-… 
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{Pp 2) ,得 
1 (pl) (modp) 
2 三 -(p-2) (modp} 


{Pp-2)=-(p-{(p-2) modp) 
两 边 分 别 机 乘 得 

1Y3x5x x (p72)=[- (p- DI (Pp-3)] x 
x[-2} (modp)} 

3y Sx x (p22) (1) 2x4x6x.. x tp-1)] 

(modp) 
两 边 都 乘 以 1X3x5X.…x(p-2) 得 

PxF pp D! = 1 
(modp)} 

这 就 证 明了 (1) , 仿 (1) 可 证 (2): 

例 4 设 roriro-1 及 ro 六 rr 是 模 户 的 两 组 完全 
剩余 系 ,pp 是 奇 素数 ,证 明 : ror'oyrir mir2 1 一 定 不足 模 户 
的 完全 剩余 系 。 

证 明 :采用 反 证 法 。 假设 mr orir 4… rp i171 是 模 p 的 
一 组 完 系 , 则 其 中 有 且 仅 有 一 个 被 p 整除 ,不 妨 设 户 | ror ,ps 
rz i=1,2…p 一 1 因而 必 有 plro,plr'o, prri, phr'; 
i=1,2°p-1 
故 交 F271 六 1 ,7 2…r'p-!1 痢 是 模 思 的 虐 约 系 , 故 rir 1， 
疡 六 mrp-! 也 是 萤 户 的 一 组 既 约 系 ,由 由 威尔逊 定理 知 
-1 (modp) 

(modp) 
{D1)E(rer (rr (rr sp-1)= -1(modp) 

由 p>2 则 - 1 半 1(modp) 故 假设 不 成 立 ,命题 得 证 。 
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练 习 二 


1. 今天 是 星期 一 , 问 再 过 3829 "天 是 星期 几 ? 
”2. 证 明 :车 p.& 均 为 奇 素数 , 目 (p,9 一 1)=1,(g,p-1)= 
41, 则 (p 一 1)? TD (modpg )-。 


3. 证 明 F(z)= 二 zs5+ 和 oa+ 辣 > 为 整 值 多 项 式 。 


4. 确定 正 整数 = 本 5 +3290(modi7)。 

5. 设 p 是 素数 ,(a,p) =1, 则 (1) 当 a 为 奇数 时 ,az 1 ( 户 
~1)°0(modp) 

(2) 当 a 为 偶数 时 ,az ' 一 (p 一 1)* 寺 0(modp)。 

6. 车 p>3,p 是 素数 ,证 明 42p13? -22 一 1。 

7. 车 m,n 为 自然 数 ,mm 之 #4, 当 4"+47 为 100 的 倍数 时 ,mm 
+ 的 最 小 值 是 多 少 ? 

8. 一 个 6n 位 数 能 被 7 整除 ,将 最 末 位 数字 移 到 首位 得 到 一 
个 数 , 则 此 数 也 能 被 7 整除 。. 

9. 证 明 : 车 p=4n+1， (Gy) +1=0 (modn)。 

10. p 为 素数 , 试 证 :任意 的 2p -1 个 自然 数 可 选 出 p 个 数 ， 
使 其 和 被 p 整除 。 

11. 老 一 个 正 整 数 的 十 进位 表示 是 由 一 个 (不 从 0 开始 的 ) 数 
字 块 及 紧 跟 在 其 后 的 完全 相同 的 抉 组 成 如 286286, 称 这 个 数 为 二 
重 数 。 证 明 有 无 穷 多 个 二 重 数 是 完全 平方 数 。 


12. 试 求 所 有 的 正 整数 ，> 1 ,使 得 刀 志 1 是 整数 。 
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第 七 章 ”专题 选 讲 


8 1 术 举 与 位 选 


1.1 有 关 概 念 

我 们 在 分 析 和 解决 问题 时 ,特别 是 复杂 的 问题 , 常 把 要 讨论 的 
对 象 分 成 车 十 种 情况 , 即 先 把 解决 问题 的 各 种 可 能 性 一 一 列举 出 
来 , 肯 根 据 问题 的 条 件 逐 一 讨论 ,逐次 淘 泼 各 种 无 解 的 可 能 ,从 而 
求 出 解答 

例如 讨论 有 关 自 然 数 的 问题 时 ,可 以 将 自然 数 一 一 列举 ,1.2、 

4…; 也 可 以 按 奇偶 分 类 ;还 可 以 按 模 m 的 剩余 类 分 类 ……。 在 

讨论 有 关 三 角形 的 问题 时 ,可 以 将 三 角形 分 为 锐角 二 角形 .直角 三 
角形 、 钝 角 二 角形 。 

根据 情况 一 一 列举 并 逐一 讨论 ,这 种 解决 问题 的 方法 就 是 枚 
举 法 ,也 称 列举 法 或 分 类 法 。 

枚 举 的 原则 是 既 不 能 重复 也 不 能 遗漏。 

枚 举 法 是 一 种 很 简单 又 很 实用 的 方法 。 在 面临 复杂 情况 ,无 
法 整体 处 理 时 ,常常 采用 枚 举 法 。 

在 运用 枚 举 法 求解 问题 时 ,我 们 希望 尽量 缩小 枚 举 的 范围 ,使 
枚 举 的 情况 越 少 越 好 ,这 就 是 筛选 法 。 这 样 可 以 避免 不 如 分 析 地 
列举 而 精 疲 力 尽 事 倍 功 半 。 

例如 寻找 50 以 内 全 部 素数 ,我 们 就 可 以 用 枚 举 、 筛 选 法 。 首 
先 列 出 1 一 50 ,然后 删 去 1 和 所 有 2 的 倍数 (把 2 留 下 ); 再 把 2 后 
面 第 一 个 未 划 去 的 素数 3 留 下 , 删 去 所 有 3 的 依 数 ;再 把 3 后 面 未 
划 去 的 素数 5 留 下 , 删 去 所 有 5 的 倍数 ,继续 下 去 ,最 后 列 出 了 50 
以 内 的 素数 。 
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V234 5%8%78 1 1 13 ME 
17819 N08A2R2F3 MNH%N 
29 加 3 和气 和 如 3 姑 亲 和 折 37 如 入 和 4 
各 4 机 条 6 畅 47 物 物 30 
这 种 寻找 素数 的 方法 通常 叫 Eratoschenes 第 法 
1.2 基本 方法 与 技巧 
例 1 六 条 楼 长 分 别 是 2,3,3,4,5,5 的 所 有 四 面体 中 ,最 大 
的 体积 是 多 少 ? 
解 ; 以 2 为 一 边 的 三 角形 有 四 种 二 能 的 情形 
(1)2,3,3 (2)2,3,4 (3)2,4,5 (4)2,5,5 
在 四 面体 的 四 个 面 中 , 棱 长 是 2 的 面 有 两 个 ,这 两 个 面 有 下 列 
三 种 情形 : 
(a) (2,3,3) 和 {2,4,5) (pb) (2,3,3) 与 (2,5,5) (ec) (2， 
3,4) (2,5,5) 


故 构成 的 四 面体 分 别 是 
4 
4 5 4 
5 4 Ne 3 5 
a D A 
月 5 SS BN 了 B ; 2 
C Cc C 
{A) (B) {C) 


与 (a),(c) 两 种 情形 对 应 的 图 形 各 有 两 种 ,但 因 两 个 图 形 的 体积 
相同 , 故 只 画 出 了 相应 的 一 种 图 形 。 


易 知 。 VA= 才 hi"Sagen< 科 .Sanep= Vi 


1 4 8 
Vs=3°AB'Samxp=3"Sam -302 
Ve= 志 -hr Sapm < Sop = B15<3VI6=3<83 


故 所 求 体积 的 最 大 值 是 和 5。 
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例 2 设 p 是 大 于 3 的 奇 素数 ,证 明 : p? 一 1 必 能 被 24 整除 。 

解 : p?-1=(p+1)(p -1) 由 卢 是 奇数 知 4|(p? -1), 下 
面 只 要 证 明 6|(p? ~1) 即 可 ,我 们 考虑 p 模 6 的 同 余 类 。6n ,6n 
+1,6n+2,6n +3(n€EN) 
由 于 6n +3,6n +2,6n 都 是 合 数 ,因此 只 考虑 p=6x 土 1 型 的 数 。 

令 p=6n+1, 则 -1=12n(3n 土 1), 显 然 61(p? 一 1) 
即 当 p=6n+1 时 ,pp? ~1 都 能 被 24 整除 ,而 6n +1 型 的 数 包含 
了 所 有 大 于 3 的 素数 。 
例 3 A、B.C 三 人 作 下 列 游戏 :在 三 张 卡 片上 分 别 写 上 整数 
记 ,9,7(0<p<g<r)。 把 这 三 张 卡片 混合 后 分 发 给 A、B.C 三 
人 ,每 人 各 得 一 张 , 再 按 各 人 所 得 卡片 上 的 数字 ,发 给 小 球 ,然后 将 
卡片 收回 ,但 分 得 的 球 留 给 各 人 ,如 此 进行 若干 轮 (每 轮 包 括 混合 
卡片 ,发 卡片 ,发 球 和 收 卡 片 ), 最 后 一 轮 结束 后 ,A ,B,C 三 人 分 
得 20,10,9 个 球 ,还 知道 B 在 最 后 一 轮 游戏 得 了 r 个 球 。 问 谁 在 
第 一 轮 得 到 了 9 个 球 ? 

解 : 设 游戏 进行 了 大 轮 , 则 

k(pt+qt+r)=20+10+9=39=3x13 

由 于 0<p<g<r，pt+gt+r 完 6， >2， 

故 =3,p+qtr=13。 
由 于 如 最 后 一 轮 得 -个 球 ,但 总 数 小 于 B, 所 以 他 在 第 一 轮 、 第 二 
轮 每 轮 都 得 到 p 个 球 , 即 

pt+pt+r=10 

由 于 C 所 得 球 的 总 数 小 于 10, 因 此 他 没有 一 轮 得 ~ 个 球 ,同时 B 
第 一 轮 已 经 得 了 zp 个 球 ,所 以 只 有 C 在 第 一 轮 得 9 个 球 。 


A B 四 
第 -- 轮 r p g 
第 二 轮 三 p r 
第 三 轮 外 b 

合计 20 10 9 
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市 上 表 可 以 求 出 上 一 8 .4 一生 , 户 二 二 

例 4 给 定 一 个 整数 no>1 后 ,两 名 选手 A、B 按 以 下 规则 轮 
流 取 整 数 zl ,712,73… 

在 已 知 nax 时 , 选 于 A 可 以 肥 任 -整数 2441, 使 得 24 志 


Nak En 


在 已 知 wakvl 时 ,选手 巨 可 以 取 作 一 整数 mx,:, 使 得 "21 


好 2 大 12 

是 “个 质数 的 正 整数 寡 。 

知人 取 到 1990, 则 A 胜 : 若 已 取 到 1, 则 召 胜 。 

对 怎样 的 初始 值 no， 

(1 ) A 有 必 胜 策 赂 ， 

(ii B 有 必 胜 策略 。 

《 放 》 双 方 均 无 必 胜 策略 ? 

解 : nz0=2 时 ,A 取 n1,2 志 #1 过 2 上 A 可取 2,3,4,B 可 取 
1,B 胜 。 

no=3 时 ,A 可 肥 3~9, 均 为 形 如 闫 或 2 六 (2p 为 质数 ) 的 数 ， 
从 而 BB 可 取 1 或 2,B 性。 

N04 时 ,A 可 取 4 一 16, 均 为 形 如 六 ,2F 或 3 的 数 ,从 而 
BB 可 取 1,2 或 3,B 胜 。 

nn0=5 于 ,入 可取 5 一 25, 构 为 形 如 六 ,2 基 ,3 久 或 4 基 的 数 ， 
从 而 号 可 取 1,2,3,4, 已 胜 。 

S 1990, 则 内 可 到 1990, 和 4 胜 。 

saosx43 则 有 A 可取 420=22x3x5x7,B 取 的 数 在 
44 一 1990 之 间 , 则 由 前 一 种 情况 ,A 胜 。 

车 13 志 no 所 20, 则 A 可 取 168=23x3x7,B 取 的 数 在 21 一 
1990 之 间 , 上 故 A 胜 。 

基 和 m0 所 12, 则 A 可 取 105=3x5x7,B 取 的 数 在 13 一 1990 
之 间 , 有 A 胜 。 

8 福 ng 祈 10, 则 A 取 60=23x3x5,B 上 收 的 数 看 12~1990 之 
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间 ,A 胜 。 

车 ao>1990,4 取 mm= 2 X32, 满 足 

27x32< pos271x32< 二 
则 nz 满足 8 入 np 态 n6, 用 n2 代替 ro, 继续 采取 上 面 的 方法 ,经 
过 有 限 步 后 得 到 

8 和 wx<1990 于 是 4 胜 。 
最 后 ,在 ao=6 或 7 时 ,4 取 m=30, 则 是 只 可 取 6,( 因 若 日 取 
10 或 15,A 均 胜 ),A 再 取 30, 这 样 A 立 于 不 败 之 地 。 

另 一 方面 ,在 魏 7 的 数 中 ,4 只 有 取 30 与 42, 才 能 保证 ns 之 
6,《 寿 则 2 三 5,B 胜 ), 此 时 B 总 可 以 取 6, 因 此 B 可 立 于 不 败 之 
地 。 

所 以 当 *o=6 或 了 ?时 ,两 人 均 无 必 胜 策略 。 

在 本 例 中 有 无 穷 多 个 自然 数 要 讨论 ,如 果 没 有 枚 举 的 思想 ,只 
会 盲目 地 分 类 , 猎 费 时 间 , 又 有 可 能 重复 或 遗漏 。 由 此 也 可 以 看 
出 , 枚 举 与 筛选 虽然 是 一 种 极 基本 的 方法 ,但 却 是 非常 重要 的 。 

例 5 从 1,2,3…1998,1989 中 任意 选取 上 个 数 ,使 得 在 所 选 
的 上 个 数 中 一 定 可 以 找到 能 构成 一 个 三 角形 边 长 的 三 个 数 ,。 试 
问 满足 上 述 条 件 的 的 最 小 值 是 多 少 ? 

解 : 从 ij1,2,3…1988,1989} 中 , 按 递 推 公式 at = 1,a2=2， 
an+2= anxt+ an 选取 出 16 个 数 {1,2,3,5,8,13,21,34,55,89， 
144,233,377,610,987,1597| 。 其 中 的 任意 三 个 数 ,都 不 能 构成 三 
角形 。 故 六 衬 17。 

下 面 说 明 =17 时 ,总 可 以 找到 能 构成 三 角形 的 三 个 数 。 

设 ai<az<…<at 是 从 11 ,2 19891 中 任意 选取 的 某 17 
个 数 , 若 这 17 个 数 中 不 存在 能 构成 三 角形 的 三 个 数 , 则 有 

Ql ,az 字 2,43 之 a1 + Q7 字 3 cd 六 az+a3 写 3 

ai6 庆 Ql4+ajs 这 1597,417 字 qls + 4a16 这 2584, 这 与 a17<<1989 
政 盾 。 这 说 明 从 ji1,2…1989} 中 任意 选取 17 个 数 ,总 可 以 找到 能 
构成 三 角形 的 三 个 数 。 故 大 的 最 小 值 是 17。 
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抽 尾 原理 (也 叫 逐 步 淘 藉 原理 ) 是 一 种 很 有 用 的 改 举 与 筛选 的 
方法 。 我 们 都 知道 , 任 选 13 个 人 ,其 中 必 有 了 两 人 有 只有 相同 的 属相 。 
用 枚 举 的 方法 很 容易 说 明 这 一 事实 。 

例 6 有 6 个 代表 队 共 1958 名 运动 员 , 编 上 号 码 1,2,… 
1958。 证 明 至少 有 一 个 运动 员 的 号 码 等 于 他 的 两 个 队友 的 号 码 的 
和 或 者 等 于 一 个 队友 的 号 码 的 2 倍 。 


证 明 ;不妨 设 第 1 个 代表 队 人 数 最 多 , 它 的 人 数 之 [ 28 ] + 1 
=327。 设 其 中 最 大 的 号 码 是 a1, 用 a 减 其 它 326 个 队友 的 叶 
码 , 得 到 的 差 如 果 仍 是 第 1 个 代表 队 队 员 的 号 码 , 则 结论 成 立 。 

如 果 这 326 个 差 a1 一 a 都 不 在 第 1 个 代表 队 中 ,那么 不 妨 设 
| 各] + 1= 66 个 在 第 2 代表 队 中 同样 设 最 大 的 号 码 为 6, 用 bi 
减 其 它 65 个 号 码 

bi bi={ar-a) (a a)=a,— a 
如 果 这 差 在 第 1 或 第 2 代表 队 中 结论 成 立 。 
设 这 65 个 差 不 在 第 1 或 第 2 代表 队 中 ,继续 考虑 [ 竺 ] + 1= 17， 


[ 基 ]+1=6.[ 吝 ]+1=3 项 的 差 ,或 者 结论 成 立 ,或 者 最 后 得 到 
两 个 号 码 在 第 6 个 代表 队 中 ,而 这 两 个 号 码 的 关 形 如 

Qa 本 -bi 二 cn 一 cm= dp 一 ds 一 ex 一 eo 无 论 属于 哪个 
代表 队 , 结 论 均 成 立 。 
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1. 已 知 四 位 数 abcd 是 11 的 倍数 ,5+ ca, 且 两 位 数 所 是 完 
全 平方 数 , 求 此 四 位 数 。 

2. 将 2000 分 拆 成 自然 数 之 和 ,2000 = al + a3+…, 上 再 将 ai， 
a2,43"… 扯 果 , 求 所 有 这 种 乘积 中 的 最 大 位 。 

3. 假设 a1,61,01,a2,63,c2 是 这 样 的 实数 ,使 得 对 于 任何 整 
数 和 y, 数 

ar+ary+el 和 aac 1 bzy+c2 中 至 少 有 -- 个 是 俩 数值 。 

证 明 ; 两 组 系数 a1,51,c3 和 az,pa,ca 中 全 少 有 - -组 多 是 整 
数 。 

4. 已 知 自 然 数 a 共有 10 个 正 约 数 , 且 ec< 100, 炒 ar 

5. 最 大 的 不 能 写成 两 个 奇 合 数 之 和 的 偶数 是 几 ? 

6. 有 三 名 学 生 A, 昌 ,CC,D,E 参加 一 次 党 赛 , 某 人 猜测 竞赛 结 
果 的 名 次 是 ABCDE ,但 既 没 有 猜 中 任何 名 次 ,也 没有 猜 中 任何 一 对 
相 邻 名 次 的 顺序 , 另 一 人 猜测 的 名 次 是 DAECB ,这 人 猜 中 了 两 个 名 
次 ,还 猜 中 了 两 对 相 邻 名 次 的 顺序 , 求 竞赛 结果 的 实际 名 次 - 

7, 黑板 上 开始 写 有 3 个 自然 数 , 擦 去 其 中 任 一 个 数 , 改 成 男 
二 数 和 减 去 1 的 数 ,反复 这 样 进行 ,在 某 时 刻 黑板 上 出 现 了 17， 
1967,1983 这 三 个 数 , 问 最 初 写 在 黑板 上 的 三 个 数 能 和 否 足 2,2,2 
或 3.3.3? 

8. 任意 10 个 整数 a1,a2…alo。 试 证 : 必 存 在 一 个 非 零 数组 
(cpmrio0Ei-10,1 ,使 竺 


四 


10011 xm 
9. 自 三 棱柱 校长 的 数值 均 为 质数 , 且 叭 一 的 最 短 楼 是 底面 
棱 , 这 个 三 鳞 柱 侧面 积 恰 为 1984。 试 计算 这 个 二 楼 柱 的 体积 。 
10. 有 17 个 同学 参加 关于 小 论文 4 .B、.C 的 讨论 会 , 试 证 : 
其 中 至 少 有 3 个 同学 彼此 讨论 的 内 容 是 同一 篇 论文 。 
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52 集合、 分 划 与 整数 分 拆 


2.1 概念 

集合 、 分 划 与 整数 分 拆 是 联系 非常 密切 的 两 类 问题 ,在 国内 外 
各 级 数学 竞赛 中 ,这 类 问题 经 常 出 现 。 例 如 为 了 方便 讨论 问题 ,经 
常 把 整数 集 分 成 奇数 和 偶数 两 类 , 即 按 模 2 的 同 余 类 分 类 。 另 外 ， 
最 简单 的 二 元 一 次 不 定 方程 cz + by=c,{a ,b,cEN), 有 整数 解 
的 充 要 条 件 是 (a ,5)|c。 这 也 说 明了 若 此 方程 有 整数 解 , 则 c 可 
以 写成 若干 个 自然 数 a 与 若干 个 自然 数 》 的 和 。 这 两 类 间 题 涉及 
到 许多 基础 知识 ,如 整数 性 质 ,分 类 思想 ,构造 意识 ,计数 知识 , 排 
序 原理 , 确 界 思想 , 峡 射 等 等 ,是 数学 竞赛 中 比较 灵活 的 问题 。 

定义 7.1 设 S1,S2……Si 是 集合 X 的 非 空子 集 ,如 果 

(1) 号 门 Si = 由 关门 

(2) X=SiUS:zU…USx 
则 称 Si,S2…Se 是 X 的 一 个 并- 分 划 , 其 中 大 叫做 分 划 的 长 庆 ， 
Si 叫做 分 划 的 部 分 ;如 果 Si1,S… Si 只 满足 条 件 (2) , 则 称 Si,S> 
…Si 是 集合 X 的 一 个 & -覆盖 。 

例如 ,集合 = ja,p,c,dl 的 3- 分 划 共 有 6 个 ,分 别 是: 

(fa,bl,lel, al); (fa,el,l6l, ldl) 

(ad 人 fc (G6,cl,ial,ldl} 

Gig,di,lat,del); 《ee 

一 般 , 我 们 讨论 ” 元 有 限 集 X = iai,a2…asi。X 有 两 个 特 
殊 的 分 划 , 即 X = 是 一 个 1- 分 划 而 X= aiUlaziU…U 
ianj 是 一 个 了 一 分 划 ,X 其 余 的 & -分 划 都 满足 1<&< za。 我 们 
用 P(x, 上) 表示 n 元 集合 X 的 &- 分 划 总 数 ,用 P(x) 表 示 nt 元 
集合 X 所 有 分 划 的 总 数 , 则 有 P(x,1)= P(x,n)=1,P(xz)= 


由 PCz,p)。 
集合 分 划 是 经 常用 到 的 ,分 划 的 原则 必须 不 重复 不 遗漏 , 即 把 
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全 集 分 成 若 于 个 不 相交 的 子 集 的 并 ,因此 ,从 数量 上 看 ,全 集 的 元 
素 个 数 (x 一 1a1,a2,a3, a) 让 好 是 各 子 集 元 素 个 数 之 和 ， 即 
Izi= 识 |S， ,不 纺 设 1S1= mm 2, 则 有 -mad 
和 ax* 即 自然 数 寺 可 以 写成 上 个 自然 数 之 和 ,这 也 反映 了 集合 分 
划 与 整数 分 拆 之 间 的 联系 。 

定义 7.2 设 n 是 自然 数 ,将 ”写成 上 个 自然 数 之 和 , 即 n= 
mi+ 12+ + 其 中 1 妥 雪 2 人 写 罗 之 由 全 … 关 下 全 1 称 
7 ,2727 是 的 一 个 上 一 分 拆 ,& 则 做 分 拆 的 长 度 ,ma 叫 分 拆 
的 项 。 

自然 数 n 的 不 同 -分 拆 的 总 数 记 作 p(n,&); 

2 的 所 有 分 拆 的 总 数 记 作 p(n)。 

pln) -Spln,k) 

例 1 把 集合 M= ij1,2…2n1(nE€ NN) 任 意 分 成 子 集合 A， 
B,ANB=$,AUB=M。 AIAI=|B|=x, 
设 A=talyazianl,B=161,62 bl 有 a<a< abi> 
52… 之 ba。 证 明 : 

fa-bilt+lar -bl+. + la —b,|=n? 

分 析 : 考虑 Mi = 11,2…ni ,M2=int+1,n+2.2n! 
如 果 a1=w+1, 则 A=M2,B= Mi 此 时 

al -bl+tlas- blt+t la -bl=|(n+1)—-n|i+|n 
+2—- (nl1)|++|2n-1|=n2 
如 果 ai 志 n, 则 a1€ Mi,61E€ M2, 这 说 明 A 中 最 小 元 素 与 B 中 最 
大 元 素 不 同 在 Mt, M: 中 , 即 ci, 这 两 个 数 一 个 在 MI 中 ,一 
在 M2 中 ,同样 的 分 析 又 知 ai ,5 这 两 个 数 一 个 在 Mi 中 , 另 一 个 .. 
在 M2 中。 

解 : 设 Mi,M; 是 M 的 任 一 分 划 。 则 ai,6i,i=1,2…n 不 
同 在 Mi 或 M; 中 , 则 
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ai -1=Ea+Dt(Uz+2)+ +2n]- (1+2+.+ 

本 = 

例 2 对 于 集合 11,2,…,n| 及 其 任 一 弟 空 子 集 定义 “交替 和 ” 
如 下 : 按 递减 顺序 重 排 这 个 集合 中 的 元 素 ,然后 从 最 大 的 元 素 开始 
交错 减 加 后 边 的 数 ,所 得 的 结果 叫 这 个 集合 的 交替 和 。 例 如 {1， 
2,0, -3, 引 的 交替 和 是 5-2+1-0+(-3)=1, 求 集合 11,2，… 
2} 及 其 全 部 非 空子 集 的 交替 和 的 总 和 。 

解 : 11,2…,n1 的 非 空子 集 共有 Ch+ CT 加 =27 一 1 
个 , 补 上 一 个 不 影响 交替 和 的 集合 101 , 按 以 下 方式 两 两 结 为 - -组 : 

ini 与 10| 为 一 组 ， i1,nj 与 11| 为 一 组 ; 

12, 与 12| 为 一 组 ,…… ,jn 一 1,n1 与 {ni 为 一 组 ; 

上 2,2 与 11,2] 为 一 组 ，…… 

并,2,…n -1,n| 与 11,2…n 一 ]j 为 一 组 
易 知 每 一 组 中 的 两 个 子 集 交替 和 的 和 为 ,由 于 共有 2” :组 , 则 
集合 和 1,2…n} 及 其 全 部 非 空子 集 的 交 蔡 和 的 总 和 是 n .2” 1。 

例 3 整数 9 可 表 成 两 个 连续 整数 的 和 ,9=4+ 5, 同 时, 它 恰 
可 用 两 种 不 同 的 方法 写成 连续 整数 和 :9=4+5=2+3+4。 
是 否 有 这 样 的 整数 , 它 可 以 表 成 1990 个 连续 整数 的 和 ,并 且 恰 有 
1990 种 不 同 的 方法 表 成 连续 整数 和 。 

解 : 设 m=not(not1)+(not1989) 且 M=n+t(n+1)+ 
… 1 《n+ 下 ) 恰 有 1990 对 不 同 的 (n ,kk)。 


则 m= 1990n0 + 1990%1989 = 1990(2,, + 1989) 


2m 二 (上 +1)(2n + 站) ,除去 1,2m 外 ,2m 还 有 1990 对 不 同 
的 因数 。 


9 179 、 
全-19 3 1989 


, 则 天 =50x199! 


2m=21XS0X1998 共 有 (1+HXx(t0+1x(180+1)=2x 
1991 个 因数 。 
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将 因数 a 与 62 至 配 对, 去掉 (1,2m), 剩 下 1990 对 ,每 一 对 因数 
(4,6) 对 应 一 组 (a,h)。 

设 6>e, 则 有 =a 二 17 = 和 区。 由 于 ab 中 ( 即 &+1， 
2n + 如) 愉 有 一 个 是 偶数 , 故 nE N。 反 之 ,每 一 组 (n,) 对 应 一 
对 因数 (a,6)。 故 50 x 199!m 可 以 表 成 1990 个 连续 整数 的 和 ,并 
且 恰 有 1990 种 不 同 的 方法 表 成 连续 整数 的 和 。 


2.2 基本 方法 
如 果 有 限 集 X 可 以 分 拆 成 A1,A2…Ai ,个子 集 的 并 , 则 A 


中 元 素 的 个 数 等 于 辟 1A,|, 即 对 集合 X 的 计数 问题 可 以 转化 到 
个 不 交 的 较 易 计数 的 & 个 子 集 上 。 解 决 计数 问题 并 不 容易 ,假定 
所 要 计数 的 集合 A 很 复杂 ,除了 将 A 分 拆 成 较 易 计 数 的 子 集 外 ， 
下 可 以 寻找 一 个 便于 计数 的 集合 ,并 且 建 立 集合 A 到 B 上 的 双 
射 了 ,这 样 就 将 求 | 4 | 的 问题 转移 到 易 求 的 | B|。 即 配对 法 ,或 称 
配对 原理 。 

设 A 和 B 为 有 限 集合 ,f 是 A 与 B 之 间 的 双 射 , 则 集合 A 与 
集合 的 元 素 个 数 相等 , 即 1A1= 1Bi。 

例 1 证 明 自然 数 ”的 分 拆 数 (> ,&) 满 足 递 推 关系 P(n 
th,R)= Pon,l) +t Pn,2) + +t Pln,k) TSAS<n。 

证 明 Pln +&,) 是 指 n+ 的 一 分 拆 总 数 

访 Pln ,站 是 指 。 的 长 度 不 超过 4 的 分 拆 总 数 。 

对 n+ 的 任意 一 个 一 分 拆 

nt+k=ntnate tn nl i=1,2.k 
即 n=Cm -1)+(n2 1) t+ (Cn -1) nmi- 10 i=1, 
了 
总 对 应 着 n 的 一 个 长 度 不 超过 的 分 拆 。 
同 再 , 的 任意 一 个 长 度 不 超过 的 加 -分 拆 ， 
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设 2 一 mt+aa+tan+0t+ 10 让 

才 一 南 个 是 

BB n+tkR={(nt1)+t (nt+1)+ + (n+ 1)# 
t+L+'+l 
A 


即 w1 庆 有 一 个 上 一 分 振 与 4 = + n+…+nn 对 应 , 易 证 


这 种 对 应 是 一 的 , 训 P(n +k,) 一 仿 P(mi) 

例 2 给 定格 点 Pta0,60) 与 Q(a,6) “>cn, 求 连结 已 与 
QQ 的 折线 的 条 数 。 

在 正方 形 网 格 上 ,从 某 个 格 点 Pu(ao,6o) 出 发 ,向 右 画 一 条 斜 
率 为 1 或 者 -1 的 线段 ,其 右 端点 为 PCal,61) ,其 中 ai=ao+1， 
所 = b0+1, 再 从 格 点 Pi 出 发 ,向 右 画 … 条 斜率 为 1 或 者 - 1 的 线 
段 ,其 右 端 点 为 Pp(a2,62),a2=an+2,4b; 二 1 二 1, 等 等 ,经 过 n 
步 ,一 直 遇 到 格 点 P.《as,b,), 其 中 a 一 ao+n,6b,=6-1+1, 得 
到 一 笨 折 线 。 各 方 格 中 出 现 折 线 工 的 那 一 段 叫做 折线 工 的 一 节 : 

解 ”所 有 连结 格 点 卫 与 Q 的 折线 的 集合 记 作 5S。 设 LES， 
=a 一 aos。 则 折线 工 由 P 到 达 Q 必须 经 过 n 步 ,最 折线 工 由 
节 组 成 。 设 其 中 向 上 的 共有 x 节 , 向 下 的 有 y 节 , 则 之 -y=65 一 


十 【六 aoth-b 
有 


ao+3 -bn 是 偶数 时 ,nt 是 整数 ,折线 上 存在 。 现 在 取 编 号 1,2 
…n 的 个 空格 ,如 果 折线 工 自 左 至 右 算 起 的 第 i 节 是 向 上 的 , 则 
在 第 i 个 容 格 里 填 上 1, 省 则 填 上 0,i=1,2-…n, 得 到 将 x1 个 1 
与 n -ni 个 0 填 到 个 空格 的 一 种 填 法 将 所 有 ni 个 1 与 n 一 ni 
个 0 填 进 个 空格 的 填 法 的 集合 记 作 二 。 每 一 折线 LE S, 就 有 
一 种 填 法 /( 4)E 了 与 之 对 应 ,建立 S 到 了 的 映射 , 易 证 了 是 双 
射 , 故 ;S|= 1T|= Ca"。 

例 3 将 正 整 数 m 写成 a 个 正 整 数 的 和 ,如 果 加 数 的 位 置 不 
同 ,也 认为 是 不 同 的 写法 。 求 有 多 少 种 不 同 的 写法 。 
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严 -TI+z+twnziEAN 如 果 7 宇 73 全 … 衬 rn, 这 种 
分 拆 是 不 考虑 顺序 的 ,通常 称 为 无 序 分 拆 。 如 果 考 虑 顺序 , 即 加 数 、 
的 位 署 不 同 ,也 认为 是 不 同 的 写法 , 则 称 为 有 序 分 拆 。 例 如 5=3 
+2-2+3 认 为 足 两 种 不 同 的 2- 分 拆 。 

解 : 设 加 = r+ TEN,i=1,2 ,no 
则 Cri-D)+(Crz-1)+…+(xa-1)=m-no。 其 中 x-…1 
0,i=1,2" ,no 

设 有 ? 个 盒子 ,将 mr 一 n 个 球 分 配给 个 合子 , 即 从 个 中 
选 m 一 个 允许 重复 的 组 合 数 Cxre - -1 就 是 分 配 的 方式 , 故 共 
有 CJ 种 分 配方 式 ,显然 zt, zz… zw 的 每 一 种 不 同 的 顺序 对 应 
一 种 球 的 放 法 ,而 且 这 种 对 应 是 一 一 对 应 的 , 故 mm 的 有 序 一 分 
拆 有 C1 种 方法 。 

例 4 将 集 |1,2…, ni 分 拆 为 三 个 互 不 相交 的 子 集 A1, A2， 
A3,( 其 中 允许 有 空 集 ) 满 足 ; 

(1) 若 每 个 子 集 的 元 素 依 递增 次 序 排列 , 则 相 邻 的 元 素 奇偶 
性 不 同 。 

(2) 若 A1,A2,As 均 非 空 , 则 其 中 恰 有 一 个 集合 的 最 小 元 素 
是 偶数 。 

求 这 种 分 拆 的 个 数 。 

解 : 不 妨 设 1E A1,A2 的 最 小 元 小 于 As 的 最 小 元 ,显然 2 有 
两 种 效法 : 放 人 A1 或 A2。 

设 小 于 的 数 均 有 两 种 可 能 的 放 法 ,并 已 放 妥 ,现在 考虑 ,这 时 
有 以 下 三 种 情况 : 

( 1) 42,As 中 均 未 放 元 素 , 则 上 可 以 放 人 人 Ai 或 A,, 不 能 放 
入 A; 中 。 

(i) A 中 已 有 元 素 ,A3 中 还 没有 元 素 , 则 庆 可 以 放 入 & 一 1 
所 在 的 集合 ,不 妨 设 为 A1 中 ;同时 六 -1 还 可 以 放 入 A; 或 A 
中 ,如 果 久 一 1 可 以 放 入 As 中 , 则 大 一 | 与 A2 的 最 小 元 案 奇 偶 性 
不 同 , 故 与 4 的 最 小 元 素 奇 偶 性 相同 ,不 能 放 入 As 中 ,但 这 时 
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太一 1 不 能 放 入 4A; 中, 故 能 放 入 A 中 ;如 果 此 -1 不 能 放 人 A; 
中 , 则 大 一 1 与 A 的 最 小 元 案 奇 偶 性 相同 , 故 上 能 放 和 A; 中 ,但 
由 于 礁 -1 可 族人 4; 中 , 故 上 不 可 放 入 A 中 。 故 j; 恰 有 黄种 放 
法 。 

(而 ) 车 A2,A3 中 均 已 有 元 素 , 这 时 ~1 有 两 种 放 法 ,不 妨 
设 &- 1 在 Ai 中 ,还 可 放 入 Az 中, 则 可 以 放 入 Ai 中 ,也 可 以 
放 入 A3 中 ,但 不 可 放 入 A2。 

综 上 所 述 , 除 1 外 ,每 个 数 均 有 两 种 放 法 , 故 分 划 的 个 数 为 
2" 1。 

例 5 设 ” 是 自然 数 , 且 A1,A2…A2a+1 是 某 个 集合 B 的 子 
集 ,已 知 ; 

(1) 每 个 A; 恰 有 27 个 元 素 ; 

{2) Ai 间 A(1i<j 所 2n +1) 恰 有 一 个 元 素 ; 

(3) B83 中 每 个 元 素 属于 至 少 2 个 A;。 

问 对 怎样 的 ,可 以 把 B 中 的 每 个 元 素 标 上 0 或 1 ,使 得 每 个 
A; 中 恰 有 n 个 标 上 0 的 元 素 。 

解 : 由 题 设 可 知 B 中 的 每 个 元 素 丛 属于 2 个 A;。 事 实 上 ,车 
有 某 个 元 素 属于 3 个 A;, 不 妨 设 为 A1,A2,A3。 于 是 由 (2) 知 (A 
门 AD)UCAiNnA3)U…U(A1 门 A2n+1) 至 多 有 2n 一 1 个 元 素 , 这 
说 明 A, 中 至 少 还 有 一 个 元 素 不 属于 As, A3…Azn+1, 与 条 件 (2) 
矛盾 。 由 此 可 知 , 若 a€ B, 则 存在 唯一 的 一 对 1,7, (1 委 i<5 扫 
2n+ 耻 ,使 4a€ Ai; 门 Aj ,这样 B 与 无 序数 对 (i,j) 的 集 之 间 建 立 
了 一 一 对 应 , 故 |B|=n(2n+1) 由 A; 中 恰 有 个 标 上 0 的 元 素 ， 


故 标 .上 0 的 元 素 个 数 应 是 zt22 二 1 , 故 ， 为 偶数 。 
反之 , 当 n 为 偶数 时 ,构造 一 种 方法 对 中 元 素 作 符合 要 求 
-的 0,1 标记 ,方法 如 下 。 
取 定 圆周 并 用 2a + 工 个 点 MU Ma…WMaw+l 把 此 圆周 等 分 成 
2n +1 个 弧 段 ,不 妨 设 每 引 弧 长 为 1 规定 Ma 表示 圆圈 上 从 M 
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按 逆 时 针 方 向 到 Mj 的 圆 弧 。 若 Mai 的 长 为 奇数 , 则 在 Mi 上 标 

上 1 相应 地 把 A, 门 A, 中 的 地 个 元 素 也 标 上 1 否则 标 0 显然 从 
Mi; 出 发 的 22 条 弧 都 标 上 了 0,1, 其 中 有 条 标 上 了 0,n 条 标 -上 

了 i, 这 个 标记 法 符合 要 求 。 

2.3 一 类 自然 数 集 的 分 划 

集合 分 划 涉 及 的 知识 较 多 , 题 型 灾 化 较 多 , 解 题 方法 比较 灵 
活 ,下 面 主要 过 论 自然 数 集 的 分 划 问 题 。 

定义 7.3 设 AAA An 之 2) 是 X= 2 的 
疡 一 分 划 , 如 果 每 个 Ai=1,2…m) 孝 含有 户 个 元 素 , 并 及 各 A; 
中 元 素 之 和 相同 , 则 称 A1, Az,…,Aw 是 集合 X 的 m 类 平均 分 
划 。 

引 理 : 若 4 一 wp, 其 中 xm 是 偶数 ,p 是 奇数 , 则 集合 X= 11， 
2…n :不 能 my 类 平均 分 划 。 

证 明 : 设 X=AIUAzU…UAn ,是 Ai 们 Aj==$(i 考 门 卓 各 
A; 中 元 素 和 相同 , 则 A, 中 元 素 和 是 (1 +24 +n)/m= pl(mp 
+ 1 由 于 户 是 奇数 ,mm 是 偶数 , 则 p(mp+1) 人 2 不 是 整数 。 
故 义 不能 类 平均 分 划 。 

定理 7.1 自然 数 集 11 ,2，……21 能 .mm 类 平均 划分 的 充分 必 
要 条 件 是 /= 尹 是 大 于 工 的 整数 ,并 昌 p 尾 奇数 时 ,六 也 是 奇 
数 。 

证 明 ; 必要 性 。 

车 集合 久 = 江 ,2,…,n! 能 m 类 平均 分 划 , 则 n=mp。 由 严 
>2 知 p>1, 当 n 六 ,六 必 都 是 奇数 ; 当 n 是 偶数 时 ， 
mm 、 户 中 至 少 有 一 个 是 偶数 ,由 引 理 知 p 是 奇数 ,m 是 偶数 的 情形 
不 可 能 发 生 , 故 p 是 侦 数 。 

充分 性 。 


当 力 = 声 是 偶数 2k 时 ,将 1,2,…n 排 成 2k 行 m 列 的 方 降 ;: 
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2m m+2 m+l 
2m+1 3m—L 3m 
3m+2 3m+1 


(2k —2)m + 1 (2 是 一 1m 十 2 (人 RE-Dm-1 (2k—1)m 

2km Zem—1 ee (K-TDzm+2 (2k-1)m+l 
易 证 每 列 中 各 数 的 和 均 相等 ,这 m 列 数 就 是 m 个 互 不 相交 的 子 
集 Al,A2,…,Ano 

当 p= 加 是 奇数 2k+1 时 ,此 时 这 个 数 的 总 和 是 1+2+… 
t=m(2k+1)《m(2k+1)+1) 久 2, 它 能 被 m 整除 ,充分 必要 条 
件 是 m 是 奇数 。 

将 1,2,…,n 中 的 后 一 3m 个 数 (偶数 个 连续 自然 数 ) 仿 上 
法 排 成 (2&+1) -3 行 m 列 的 方 阵 ,使 得 每 列 中 各 数 之 和 相等 。 
剩 下 的 问题 就 是 如 何 把 1,2,…,3zz 排 成 3 行 mm 列 , 使 各 列 的 和 


均 为 3G3 权 十 ])。 具 体 排 法 如 下 


1 2 3 m2, m-l, m 
3m+1 3m-1... 3m+3 

了 2m 了 m+2, 2 ， m+1 
3m Sm- 3m-1 3 2m +1, Sm +1 


其 中 每 列 各 数 之 和 都 是 (3 吕 十 中。 命题 得 证 。 

推论 : 数 集 XX=ia,at+d,a+2d,…,at+(n-1)d| 能 m 类 
平均 分 划 的 充分 必要 条 件 是 ”= zz ,其 中 p 是 偶数 ,或 者 mn, 
都 是 奇数 ( 户 >1)。 

证 明 : 将 集合 X 与 X = 11,2,…,ni 建 立 一 一 映射 ， 

f: k—at(k-l)ad (k=1,2,.",n) 
由 对 X“ 可 作 m 类 平均 分 划 , 则 对 X 可 以 作 wz 类 平均 分 划 。 
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例 1 求证 : 集合 11,2,…,19891 可 以 分 为 117 个 互 不 相交 的 
子 集 4A;(i 一 1,2,…,117), 使 得 

(1) 每 个 A; 含有 7 个 元 素 ; 

(2) 每 个 A; 中 各 元 素 之 和 相同 。 

解 : n -1989,m=117,p= 训 =17 
由 定理 7.3 可 知 |1,2,… ,19891 可 如 下 分 划 

1， 2， 3…114，15，116，117 
176，234，175…178，119，177，118 
351，292，350…236，294，235，293 
352，353，354…464，465，467，468 
S85，584，583…472，471，470，469 
1756,1757,1738…1869 ,1870 ,1871,1872 
1989 ,1988,1987…1876,1875,1874,1873 

A; 中 元 素 即 表 中 第 ; 列 元 素 。 

例 2 试 确定 所 有 的 正 整数 & ,使 得 集合 X = 11990,1990 + 
1,…1990 + &| 可 以 分 成 两 个 不 相交 的 子 集 A 与 召 的 并 集 , 旦 A 
中 元 素 之 和 等 于 B 中 的 元 素 之 和 。 

若 A、B 中 元 素 个 数 相等 ,由 定理 7.1 推论 知 a = 1990, mz = 
2,2=A+l,zs2b。 由 力 是 偶数 知 户 是 偶数 , 故 n=2'2p' = 
4p” 故 &=4 产 -1,( EN)。 但 题 中 并 不 要 求 4 .B 是 X 的 平 
均 分 拆 , 故 并 没有 求 出 所 有 满足 条 件 的 &。 

由 于 mm 一 2, 故 委 (1990+ 间 = 1990(E + TD At 二 是 个 
数 , 故 (+ 1) 二 0(mod4) ,二 0(mod4) 或 二 3(mod4) 
显然 三 3(mod4), 即 等 风 于 =4p -1 

若 &=0(mod4)。 令 &=4!,4 与 B 中 元 素 个 数 不 同 ,不 妨 设 
1Ai>1B1,1XI=41+1, 故 |A| 守 2L+1,|BI 拟 27, 这 时 A 中 元 
索 和 洋 1990 + (1990+1) + …+ (1990+21)B 中 元 素 和 兰 (1990 
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+21+1)+(1990+21+2)+…+(1990+41) 故 222 之 995, 即 1 
23,48>92 

下 证 当 尘 0(mod4),k 实 92 时 ,存在 满足 命题 要 求 的 子 集 A 、 
B 

当 训 =92 时 , 令 A1=11990,1991,1992,…,1990+46| 

B1= 11990+47,1990+48,…,1990+92| 
B81 元 素 和 比 A1 元 素 和 多 126, 作 适当 调整 ,将 Al 中 的 1990 与 
_B1 中 的 1990 + 63 对 调 , 则 对 调 后 的 两 集合 即 为 所 求 的 A 、B。 

当 >92 时 ,类 一 9%2=0(mod4), 故 可 得 11990 + 93,1990+ 94， 
ee ,1990 + 上 | 这 多 一 92 个 连续 自然 数 进行 2 类 平均 分 拆 , 而 
{1990;1991,…,1990 + 92 1 仍 按 前 法 分 拆 成 A,B。 故 当 &>92 
时 ,X 仍 可 分 拆 成 满足 要 求 的 A、B。 

综 上 所 述 , 当 且 仅 当 三 3(mod4) 或 三 0(mod4) 且 之 92 
时 ,X 可 分 为 满足 要 求 的 子 集 A,B。 

非 平均 分 划 问 题 比 平均 分 划 问 题 内 容 丰 富 得 多 , 题 型 多 种 多 
样 ,解法 多 姿 多彩。 . 

例 3 设 +,s,n 都 是 自然 数 ,r 隆 1,s 关 1, 且 r+s=n。 证 
明 : 集 合 


j=12s -1| 
构成 M= 11,2,…n ~2| 可 分 划 的 充分 必要 条 件 是 + 和 s 都 与 
互 质 。 
证 明 : 若 1<<i<k 志 -1, 则 
t {2+ Dn in nn in 
(> [> 
故 A 的 元 素 个 数 141=--1, 同 理 1B|1=s-1 
IM|I=n-2=s-1+r-1=|Al+|B|, 故 A 与 B 构 成 M 
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的 分 划 等 价 于 A 人 B= 

必要 性 
设 ANB=$, 车 + 和 s 中 的 菜 个 与 # 有 公 因 数 d 关 1, 册 =r+s 
知 ,d 是 和 s 的 公 因数 , 令 r= rid,s=sid 则 只 = 至 = 二 ， 
故 


[于 ]=[ 洪 ] 即 AnB 关 8 矛盾 。 


r 


充分 性 
假设 4 拉 B 天 9, 即 存在 a,pE N ,使 得 


on irl 
[j=[]=” . 
la 所 rr -1， 1 所 6 所 s-1。 由 于 x,s 都 与 4 互 质 , 故 当 1 
i<7 ,1<j<s 时 吝 和 如 不 是 整数 , 故 
和 < 名 << 几 + 和 < 全 < 可。 


即 有 mr<an<rmtr,ms<bn<msts 
两 式 相 加 有 :m<a+6<m+1, 但 由 a,5,m 都 是 整数 ,矛盾 , 故 
ANMNB=$。 
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练 习 二 


1. 对 自然 数 ,定义 pt) 为 二 的 分 拆 数 .即将 n 表示 为 多 
数 和 (不 计 顺 序 ) 的 方式 的 种 数 . 求证 

(DY n>1, pln+t+i)-2p(n) + pln -D>0 

{277 的 - -种 分 拆 的 离散 度 指 这 个 分 折 中 不 同 加 数 的 个 数 ,9 
(2 ) 为 离散 度 之 和 , 则 

qa) = 1+p(l)+ + ptn -1) 

(3)g{s /Inp(n) 

2. 束 波 时 各 数 始 a 二 42 lun 11 4 3; 证明 每 -- 
个 自然 数 ” 都 可 以 表示 成 苦于 个 不 同 的 蓝 波 那 契 数 之 和 。 

3. 把 70 表示 为 11 个 不 同 的 自然 数 的 和 ,这 样 的 表示 方法 共 
有 和 多少 种 

4. 设 mm 都 是 丘 然 数 , 旦 避 这 x， 证明, 如 果 1+2+… 
+ 二 0, 则 可 将 1,2,…,n 分 成 个 组 ,使 得 每 一 组 数 的 和 都 等 
于 ms 

35. 设 mr 足 正 奇数 ,17 之 1,nEN, 求 证 集合 = 站 ,2,… pr! 
二 以 分 拆 为 m 个 子 集 A;,(i=1,2.…m) 使 得 

(0) 每 个 4, 人 恰 有 个 元 素 

(2) 每 个 A; 中 各 学 素 之 和 相等 

6. 在 集合 11,2,…,100! 中 以 任意 方式 至 少 要 取出 几 个 数 , 才 
能 使 到 出 的 数 中 ,存在 两 个 数 ,这 两 个 数 不 互 质 ? 

7. 能 否 把 整数 集合 划分 为 3 个 子 集合 ,使 得 对 任意 整数 n， 
下 列 三 个 数 n,n 一 50,n + 1987 都 分 别 筷 于 这 3 个 子 集合 。 

8. 设 子 集 族 A1 ,Az,…,A。 和 Bi,B,,…,B, 是 集合 M 的 两 
个 分 拆 ,又 对 任何 两 个 不 交 的 子 集 A;、B;, (Ii,j 所 mn) 有 |Ai;U 


驴 | 之 n ,求证 |M| 之 尝 , 又 问 等 号 能 否 成 立 ? 


9. 对 正 整 数 x 之 1 的 一 个 划分 +, 是 指 将 ”分 成 一 个 或 若干 
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个 正 整数 之 和 , 且 按 非 窒 颇 序 排列 对 任 一 划分 x ,定义 A(x) 为 划 
分 天 中 数 1 出 现 的 个 数 ,定义 B(x) 为 划分 中 出 现 的 不 同 数字 
的 个 数 (如 对 ”= 13 的 一 个 划分 r:1+1+2+2+2+35 A(x)= 
2,BT)=3) 

求证 : 对 任意 正 整 数 ,其 所 有 划分 天 的 A(r) 之 和 等 于 也 
(ze) 之 和 。 

10. 将 正 整数 集 分 拆 为 两 个 不 相交 的 子 集 A ,B 满足 条 件 : 

(IEA4 

(2) A 中 设 有 两 个 不 同 的 元 素 ,它们 的 和 形 如 2: + 2(k=0， 
1,2,.°) 

(3) B 中 设 有 两 个 不 同 的 元 素 具 有 上 述 形式 的 和 。 证 明 : 这 
个 分 拆 可 以 唯一 的 方式 实现 ,确定 1987,1988,1989 所 属 的 子 集 。 

11. 可 以 用 2 种 颜色 给 正 整数 1,2,…,1986 染色 ,使 它 不 食 
有 由 18 项 组 成 的 单 色 等 差 数列 。 
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8 3 ”整数 集 的 划分 


整数 集 划 分 是 数论 中 一 个 重要 的 课题 。 有 关 的 问题 在 数学 奥 
林 匹 克 竞 赛 中 也 时 有 出 现 。 

定义 7.4 设 A 是 一 个 整数 集 ,车 A1, A2,…, A 是 A 的 子 
集 ,满足 


A=UAis AiNA= $1) 

则 称 A1,A2,…,A。 是 A 的 一 个 划分 。 

最 常见 的 集 4 是 相继 自然 数 所 组 成 的 有 限 集 A = | n,n +1， 
…,n 二 衣 。 划 分 A 的 基本 题 型 有 两 种 : 1) 集合 A 的 元 素 都 是 确 
知 的 ,要 求 依 某 种 条 件 将 A 划分 ;2) 集 合 A 的 元 素 是 待定 的 ,为 
使 A 可 依 某 种 条 件 划 分 , 问 A 的 元 素 应 是 那些 数 。 划 分 的 要 求 
多 种 多 样 。 例 如 ,把 A 划分 成 m 个 子 集 ,还 要 求 各 个 子 集 的 元 素 
个 数 相同 ;各 个 子 集 的 元 素 之 和 相等 或 者 各 个 子 集 的 元 素 之 积 相 
等 。 显 然 ,我 们 总 会 遇 到 两 个 问题 :第 一 , 集 A 能 否 依 要 求 进行 划 
分 ? 第 二 ,如 果 可 以 划分 , 则 应 如 何 划分 ? 

本 章 将 以 IMO 中 的 试题 为 例 ,介绍 一 些 常用 的 方法 和 技巧 。 
这 类 问题 通常 采用 “从 一 般 到 特殊 "的 方法 。 为 了 方便 ,用 | A | 表 
示 和 集合 A 的 元 素 个 数 。 

3,1 元 素 已 知 的 整数 集 的 划分 

当 A 的 元 素 全 部 已 知 时 , 依 所 要 求 的 条 件 进 行 划 分 的 可 能 性 
有 时 是 容易 判断 的 。 例 如 ,要 求 划分 成 mm 个 子 集 ,使 各 个 子 集 的 
元 素 个 数 相等 , 则 必须 要 求 m | A|; 又 如 要 求 各 个 子 集 之 和 相等 ， 
则 必须 要 求 m 整除 A 的 全 体 元 素 之 和 。 

把 元 素 已 确 知 的 整数 集 划分 成 m 个 子 集 ,使 得 各 个 子 集 元 素 
的 个 数 相等 , 且 使 子 集 之 和 也 相等 的 划分 问题 ,是 完全 解决 了 的 。 

例 1 (30 届 HMO 试题 ) 试 证 集 A = i1,2.…,19891 可 划分 
为 117 个 互 不 相交 的 子 集 4;, =1,2,…,117, 使 得 
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(1) 每 个 Aj 含有 17 个 元 素 ; 

(2) 每 个 A; 中 各 元 素 之 和 相等 。 

分 析 : 是 然 ,我 们 只 需 找 出 一 个 具体 的 划分 ,就 证 明了 命题 结 
论 - 为 此 , 先 考 虑 简单 的 集合 。 分 A; 中 元 素 个 数 为 奇数 和 偶数 
两 种 情况 讨论 - 先 考虑 把 A= 11,2,…,16i 划 分 成 4 个 具有 类 位 
性 质 的 子 集 - 这 时 ,把 A 的 元 素 写成 4 行 4 列 ; 

1 2 3 4 
8 7 6 5 
9 in 1 12 

16 15 14 13 
把 每 一 列 作为 一 个 子 集 ,也 得 到 了 所 需 的 划分 。 
显然 , 当 各 子 集 的 元 素 个 数 ( 即 前 面 写法 的 行 数 ) 是 偶数 时 ,我 
们 均 可 采用 上 述 方法 来 得 到 所 和 需 的 划分 。 

再 考虑 各 子 集 的 元 素 个 数 是 奇数 的 情况 。 例 如 ,考虑 把 A = 
11,2，…15| 划 分 成 5 个 子 集 。 这 时 ,可 把 A 的 元 素 写成 3 行 5 
列 : 

2 3 4 5 
8 10 7 9 6 

15 12 14 1 13 

其 中 第 二 行 在 右 端 位 置 上 写 下 6, 并 从 右 殖 左 每 隔 一 个 位 置 依 次 
写 下 7,8, 理 在 留 于 的 位 置 从 上 从 右 到 左 依 次 写 下 9,10; 第 三 行 右 
端 第 二 位 置 上 写 下 11, 并 向 左 隔 一 位 置 写 下 12 ,再 在 留 下 的 位 置 
上 从 右 到 左 依次 写 下 13,14,15。 这 样 ,就 得 到 了 所 需 的 划分 。 
上 上面 是 子 集 有 3 个 元 素 的 情况 。 如 子 集 元 素 个 数 是 5。 我 们 
可 依 上 面 方法 先 写 下 3 行 ,再 依 一 开始 的 方法 写 下 其 余 的 2 行 。 
就 可 使 各 子 集 元 素 之 和 相等 。 由 上 述 讨论 ,我 们 可 以 得 到 解 题 方 
法 。 

证 明 ; 因 1989=17x 117, 且 1171(1+2+…1989) , 故 命题 所 
要 求 的 划分 是 存在 的 。 事 实 上 ,我们 先 把 1 至 3x117 的 351 个 数 
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排 成 三 行 :第 一 行 ,从 左 全 有 依次 写 下 1,2.…,117; 第 一 行 由 右 至 
左 , 从 右 端 起 隔 位 写 下 118.119,…,176, 洗 存 所 空位 置 上 写 下 77， 


178,，… ,234; 第 二 行 由 布 又 左 , 从 右 端 第 一 个 位 置 起 到 位 写 下 
235,236,…,292; 再 在 所 空位 置 上 写 上 293,294,…,351: 这 样 共 
得 117 列 。 每 列 有 3 个 数 ,其 和 为 528: 


1 2 3 4 和 114 115 116 117 
176 234 175 233 … 178 119 177 118 
351 292 350 291 … 236 294 255 293 


上 再 对 A 中 其 余 的 从 352 至 1989 的 14 x 117 个 数 进行 划分 : 
先 把 352 至 468 的 117 个 数 从 左 到 右 写 在 第 四 行 ,再 把 469 至 585 
的 117 个 数 从 右 到 左 写 在 第 五 行 。 依 此 类 推 ,再 把 随后 的 2x 117 
个 数 先 从 左 到 右 ,然后 从 右 到 左 写 在 随后 的 两 行 上 。 这 样 ,由 于 每 
两 行 各 列 的 两 个 数 之 和 都 相等 ,因而 14 行 中 各 列 的 14 个 数 之 和 
也 都 相等 ,进击 17 行 中 各 列 的 17 个 数 之 和 也 就 相等 
可 以 指出 ,下 述 方法 对 于 任何 等 差 数 列 的 相继 项 所 成 的 集 也 是 适 
用 的 。 

3.2 整数 集 划 分 的 和 性 原理 
现 考 虑 把 元 素 待定 的 整数 集 A 划分 为 Ai , A,,…, A ,使 所 
4, 的 元 素 之 和 相等 的 问题 。 显 然 , m 整除 A 的 各 元 素 之 和 是 
进行 这 种 划分 的 必要 条 件 。 通 过 这 一 条 件 来 确定 A 的 待定 元 
素 , 正 是 解决 此 类 问题 的 基本 步骤 。 
例 1(31 届 IMO 备 选 题 ) 试 确定 所 有 的 正 整数 ,使 得 集 
X=|1990,1990+1,…,1990+} 

可 分 成 两 两 不 相交 的 子 集 A 与 B 的 并 集 ,日 A 中 的 元 素 之 
和 等 于 B 中 的 元 素 之 和 。 

解 : 设 & 满足 命题 要 求 , 则 必 有 


2| (1990+ 8) =1990(k+1)+ 二 kk DD， 


I 


即 41kC+1)。 因 而 只 能 是 4|k 或 4i(k +1)。 


i 
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若 4|(&+1l》, 则 可 把 X 中 的 数 从 1990 起 每 4 个 相继 整数 中 
的 最 大 数 及 最 小 数 划 归 A ,另外 两 个 划 归 日, 我 们 就 得 到 了 所 需 
的 A 与 B。 

若 4i 上 k, 令 =4m。 由 于 |XI=4m+1, 故 |A1 取 i181。 不妨 
设 1A|>1iB1, 则 |A1>2m,1B| 亿 2m。 于 是 A 的 元 素 之 和 不 小 


于 XX 的 前 2m+1 个 数 之 和 所 (1990+ 7); 同 理 ,BB 的 元 素 之 各 不 
大 于 加 (1990+n)。 这 样 ,由 A,B 元 素 和 相等 的 条 件 即 知 总 
(990+ < 各 (1990+ =)。 据 此 , 求 和 后 易 得 2m2>>995, 故 


六 产 23, 有 3292。 
可 以 证 明 , 当 4|k 且 4 实 92 时 ,X 可 划分 成 所 要 求 的 A 与 B。 

事实 上 , 当 训 =92 时 ,可 令 

Ai=|1990,1990+1,.…,1990+46} 

Bi= 11990+47,1990+48,…,1990+921 

易 知 4 的 元 素 之 和 小 于 Bi 的 元 素 之 和 ,其 差 为 126。 为 了 获得 
所 要 求 的 子 集 ,我 们 可 通过 调整 A1, Bi 的 元 素来 达到 目的 。 例 
如 ,将 Ai 的 1990 与 2053 对 换 , 得 

Az = 11991,1992,.…,2036,2053| 

B, = 12037,…,2052,1990,2054，…,2082 
则 42:, B; 是 符合 命题 要 求 的 子 集 。 

， 当 上 >92 时 , 令 h2CA,BzCB。 对 于 其 余 不- 92 个 数 , 从 
2083 起 ,把 相继 四 整数 的 最 大 者 和 最 小 者 划 归 A ,其 余 两 个 划 归 
B。 注 意 到 4|(4 ~92) 即 知 所 有 一 2 个 数 恰好 分 配 完 , 且 A ,日 
的 元 素 之 和 相等 。 

综 上 所 述 , 当 且 仅 当 满足 下 面条 件 之 一 时 ,X 可 作 所 要 求 
的 划分 :41(R+1) 或 4 县 大 >92。 
例 2 设 正 整 数 上 使 集 X= 133 ,331 +1,… ,3 + 上 1 可 分 成 三 
个 不 相交 的 子 集 A ,B,C 的 并 集 。 使 得 它们 每 一 个 的 元 素 之 和 都 
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相等 , 试 证 & 尖 1(mod3)。 并 找 出 一 列 具 有 这 种 性 质 的 友 。 
证 明 : 与 例 1 类 似 ,由 3| 当 (34+) 即 知 31&(k+1), 即 天 


ned3)。 取 大 -6 12- 工 2 类 似 例 工 中 划分 相继 四 整数 
的 方法 ,可 把 相继 六 整数 分 成 三 组 ,每 组 售 两 个 数 ,使 和 相等 。 这 
样 ,就 可 得 到 满足 要 求 的 A,B,C, 从 而 已 得 到 了 无 限 多 个 所 需 的 
ko 


对 于 更 一 般 的 情况 , 设 X= n,n+1,…,n+ 上 |。 取 =2mt 
~1,t=1,2,…。 我 们 将 可 用 类 似 的 方法 把 X 划分 成 元 素 之 和 相 
等 的 m 个 子 集 。 

此 外 ,我 们 还 可 证 明 如 下 命题 : 设 p 是 素数 , 则 集 |1,2,…,&} 
可 划分 为 p 个 元 素 和 相等 的 子 集 的 充 要 条 件 是 & 之 2p -1 且 p 


1 
Zk(k+1)o 


3.3 整数 集 划 分 的 积 性 原理 

由 于 子 集 元 素 之 积 相等 ,根据 算术 基本 定理 ,这 些 积 将 有 相同 
的 一 些 素 因数 , 且 相 应 因数 的 指数 也 相同 。 利 用 这 一 特性 ,我 们 就 
有 可 能 确定 这 种 素 因数 的 取 值 范围 。 例 如 ,车 把 fn,n+1,…,n 
+ 此 | 划分 成 元 素 之 积 相等 的 两 个 子 集 , 则 这 种 积 的 素 因数 p 满足 
PE(n+k) -n= ke 

例 1 (12 届 IMO 试题 ) 设 集 |n ,n+1,…,n+51 可 划分 成 
两 个 子 集 ,使 得 其 中 子 集 的 元 素 之 积 与 另 一 个 子 集 的 元 素 之 积 相 
等 , 试 确定 具有 上 述 性 质 的 正 整 数 n 。 

解 : 设 n 具有 所 要 求 的 性 质 , 则 x ,n+1,…,n+5 中 任意 一 
数 的 素 因数 p 必 整 除 每 个 子 集 的 元 素 之 积 , 从 而 p 至 少 整除 六 
数 中 的 两 个 。 因 此 , p 必 整 除 这 两 个 数 之 差 。 这样, p 只 能 是 2， 
3,5。 


现在 考虑 n+1,n+2,n+3,n+4 这 四 个 数 的 察 因数 。 若 5 

是 它们 中 某 数 的 因数 , 则 5 就 不 能 整除 其 余 各 数 ,这 与 前 文 所 得 

“zp 至 少 整 除 其 中 的 两 个 数 " 相 了 矛盾。 因此 ,这 四 个 数 的 率 因 数 只 
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能 是 2,3。 注意 到 相继 四 整数 中 怡 有 两 奇 数 .因此 这 两 个 栖 数 必 
如 3 与 3! 的 数 ,其 中 *,z 是 下 整数, 但 这 两 个 奇数 之 差 为 2， 
于 是 3 =2, 这 是 不 可 能 的 。 
综 上 所 述 ,满足 命题 要 求 的 > 不 存在 。 
3.4 特殊 于 集 的 划分 原则 
这 类 问题 ;划分 后 不 是 要 求 子 集 之 回 满足 某 种 条 件 ,而 足 要 求 
一 个 子 集 其 内 部 元 素 满足 某 种 条 件 - 因此 ,在 解 这 些 题 时 , 子 集 
的 个 数 , 子 集 所 含 的 元 素 的 个 数 等 ,将 不 再 起 决定 性 的 作用 : 我 们 
应 把 注意 方 放 在 对 简单 化 的 情况 进行 试验 和 拼凑 上 ,以 便 寻 找 划 
分 的 方法 。 
例 1 (28 属 LMO 各 选课 ) 设 - 为 正 整数 , 若 对 于 把 集 it,2， 
,nn| 分 成 = 个 子 集 的 任意 一 个 划分 ,都 存在 整数 a 衬 0, 1 入 7 过 
,人 得 a+z,A+yA+z+y 都 属于 该 划分 的 同一 个 子 集 , 试 
求 » 的 最 小 值 。 

分 析 : 显然 ,A +z,A+y,A+z+y 至 少 取 两 个 不 相同 的 

值 。 现 考虑 最 简单 的 情况 :r=2,2=3, 则 集 11,2,31 有 三 种 划分 
,21Ui3612,3UILED3HUPi。 

这 时 必 有 A+r=A+y,4+z+y>A4A+xo 据 此 ,虽然 由 前 两 

种 划分 得 不 到 什么 结果 ,但 对 第 三 种 划分 ,就 有 ATx=A+ty= 

1,A+z+y=3。 于 是 A= -1, 因 而 这 一 划分 是 不 合 要 求 的 。 注 

意 到 命题 关于 “任意 一 个 划分 "的 要 求 , 就 证 明了 n 关 3。 

再 考虑 =2,m =4。 这 时 ,对 任意 一 个 划分 , 必 有 一 个 子 集 
含有 2,3,4 这 三 个 数 中 的 两 个 。 设 这 两 个 数 是 和 vw, 且 x<m， 
则 2 所 wv 和 4。 取 A+r=A+ty=4,A+x+y=v, 解 得 A= 
2u 一 v,X=y=vV-Wo 显然 a 之 0,1 所 Xx 志 y。 

土 述 情况 已 有 可 能 估计 结论 并 获得 解 题 线索 。 

解 : 设 n=2r 时 , 因 |1,2,…,n| 中 含有 r+1 个 不 小 于 + 的 
因而 把 它 划分 成 + 个 子 集 A1, 4A;,…, A, 时 , 必 有 一 个 子 集 

至 少 含有 两 个 元 素 ws,v ,使 "过 wx< zs2r, 服 4=2x- pr 

4 


=ym 则 as0,1 二 rs 且 

atr=aty=uE A 

atxrty= wuEA, 
另 一 方面 .考虑 划分 

,2.271 Uri 

+ a+ y+x+ yiCCA; 则 必 有 ATtXx= 有 + y=“ 电 , 和 + 
二 y= 中 +r。 于 是 可 解 得 + 二 y= 了, 进而 有 AA=&8-r<0。 这 是 
不 合 要 求 的 ,从 而 证 明了 n 关 2r -1。 这 种 讨论 也 适用 于 xn <27r 
一 1 的 情况 

综 上 所 述 ,最 小 的 为 2r。 

例 2 (29 届 TAO 备 选 题 ) 试 求 最 小 的 自然 数 ,使 得 把 集 
.11,2,…,ni 任 意 划分 成 两 个 子 集 时 , 必 有 一 个 子 集 含 3 个 不 同 的 
数 ,其 中 两 个 数 的 乘积 恰 等 于 第 三 个 数 。 

解 : 设立 =i1,2,…,n| 划 分 成 子 集 A 与 BB。 通 过 试验 不 难 . 
发 现 , 当 ? 较 小 时 将 无 法 使 每 一 个 划分 都 满足 要 求 。 例 如 , 当 > 
所 4 时 ,把 集合 内 的 素数 都 划 归 A ,其 余 的 数 划 归 B, 则 A,8 不 
满足 要 求 。 当 n 较 大 时 ,我 们 将 难以 对 X 的 “任意 一 个 "划分 所 得 
的 两 个 子 集 去 一 一 验 明 是 否 具有 所 要 求 的 性 质 。 因 此 ,我 们 应 考 
虚 如 下 问题 :X 有 一 个 划分 使 A 与 B 都 不 含 所 说 的 三 个 不 同 的 
数 。 

我 们 从 小 的 元 素 1,2,3,4 等 开始 作 划 分 试验 ,显然 数 1 对 乘 
积 不 起 作用 ,对 任意 划分 A 或 B, 不 妨 设 1,2E A。 这 时 , 数 3,4 
有 四 种 情况 : 

(1) 3,4EA, 此 时 由 2,3,4E A 得 6,8,12E B。 于 是 48,96 
EA。 这 样 就 有 2,48,96€ A。 但 2x48=96, 这 是 问题 (1) 所 不 
人 允许 的 。 

(2) 3E A,4EB。 此 时 由 2,3EA 得 6EB, 故 24EA。 志 
3,24€E A 得 8€B, 于 是 48E 有 A。 这 样 ,就 有 2,24,48E 4, 这 是 问 
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题 (1) 所 不 允许 的 。 

(3) 4EA,3EB。 此 时 有 8EB,24E4。 故 6EB,48EA. 
这 样 ,就 有 2,24,48EA , 韦 质 。 

(4) 3,4,EB, 此 时 12EA, 故 6,24EB。 这 样 , 就 有 4,6,24 
EB。 牙 盾 : 

上 而 讨论 表明 , 当 之 96 时 ,X 不 可 能 有 一 划分 使 A 与 B 都 
不 包含 所 说 的 三 个 不 同 的 数 。 此 外 ,由 上 面 讨论 所 获得 的 经 验 , 当 
Ps95 时 ,依据 如 下 规则 进行 划分 ,所 得 的 子 集 A 与 B 将 都 不 含 
所 说 的 三 个 不 同 的 数 : 设 p,q,r 等 表示 不 大 于 的 素数 , 令 

(1) 1 及 形 如 p,p? 的 数 划 归 A; 

(2) 把 (1) 中 的 两 不 同 元 素 之 积 划 归 B。 这 时 , 形 如 p3, pq， 
pq ,p29q? 的 数 已 属于 B; 

(3) 把 (2) 中 的 两 不 同 元 素 之 积 划 归 A ,这 时 , 形 如 pq, p24? 
的 数 已 属于 A; 

(4) 在 进行 了 上 述 三 个 步骤 后 ,在 1 至 95 之 间 , 只 剩 下 形 如 
pp ,pqr ,为 2gr 的 数 。 由 于 p4,p5, ps, 及 pqr 划 归 B 后 不 
会 产生 矛盾 , 故 可 令 其 属于 B。 但 p?2gr 是 pq 与 pr 之 积 , 故 必须 
划 归 A。 这 样 ,我 们 已 将 集 和 1,2,…,n}(n 志 95) 划 分 成 A 与 B， 
其 中 每 一 个 都 不 含有 所 说 的 三 个 不 同 的 数 。 

综合 上 述 讨论 可 知 满足 命题 要 求 的 最 小 自然 数 n 是 96。 

3.5 应 用 抽 懂 原理 的 划分 

此 类 命题 的 结论 与 整数 集 的 划分 ,表面 上 似乎 没有 明显 的 直 
接 关系 ,但 其 解 题 的 关键 却 是 正确 地 把 整数 集 划分 成 若 于 子 集 , 构 
成 各 个 “ 抽 展 " ,以 便 使 用 抽 必 原理。 例如 ,车 需 从 X 中 任 取 wn 个 
元 素 ,使 得 所 取 的 元 素 中 有 m 个 具有 某 种 特性 。 为 了 运用 抽 屠 原 
理 就 需 把 X 划分 成 个 子 集 ,使 上 Cm -1)<n, 成 立 。 

例 1 从 行 ,2,…,2x1 中 任 取 n+1 个 数 , 试 证 其 中 必 有 一 个 
数 可 被 男 一 个 数 整 除 。 

证 明 ; 由 于 所 要 求 的 两 个 数 涉及 整除 关系 ,我 们 很 自然 地 应 
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从 数 的 素 因数 入 手 考虑 问题 ,并 依 整 除 关系 来 划分 整数 集 。 最 简 
单 的 素 因数 是 2, 注 意 到 当 a。< 8,2la 时 有 24 12 六。 这 样 ,我 们 
可 把 11,2,…,2n | 划分 成 如 下 ”个 子 集 :Azx -1= 1r:T=2°(2k 
一 1) ,1 所 zx 所 2n1, 其 中 =1,2,…,n。 显 然 , 从 站 ,2,…,2n| 中 
任 取 n+ 个 数 , 至 少将 有 两 个 数 属于 同一 个 子 集 。 由 于 第 一 
子 集 的 任何 两 个 数 之 间 都 存在 整除 关系 ,因此 命题 得 证 。 
例 2 前 100 个 自然 数 中 , 任 取 51 个 ,它们 之 中 至 少 有 2 个 
数 ,一 个 是 另 一 个 的 倍数 。 
解 : 因为 任 一 个 自然 数 ,总 有 下 列 两 种 可 能 : 
-{0" 
2m -1)2 
据 此 ,我 们 把 M = 11,2,…,100} 划 分 为 下 列 50 个 非 空 子 集 : 
— [1,1X2,1X22,1xX23,..,1x25} 
M2= {3,3x2,3x22,.…,3x25| 
M3= 15,5X2,5X22，…,SX24 
M2s=149,49 Xx2} 
Ms = {151|, M2 = {531,…, Mso= 199]} 
容易 验证 : M = Mi + M2+…+ Ma, 且 这 些 子 集 不 相交 。 
任 取 M 中 51 个 数 ,这 里 只 有 50 个 子 集合 ,由 抽 屠 原理 知 , 至 少 两 
个 数 在 同一 子 集 中 ,这 两 个 数 即 存在 整 倍数 关系 。 
更 一 般 地 ,在 前 2 个 自然 数 中 , 任 取 n+1 个 数 , 则 至 少 有 两 
个 数 ,一 个 是 另 一 个 的 整数 倍 。 


$4 ”数论 在 密码 上 的 应 用 
在 现实 生活 中 ,有 时 由 于 某 种 原因 ,( 如 战争 中 ) ,要 将 一 个 信 
息 ( 如 发 动 某 次 进攻 时 间 的 部 署 ) 传 送 给 一 方 而 不 想 让 其 他 人 知 


道 ,为 此 , 常 需 将 信息 以 伪装 形式 (如 密码 ) 传 送 ,然后 由 合法 接收 
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者 从 中 识别 出 真实 信息 。 鉴 于 此 ,密码 学 的 研究 有 两 个 方面 :第 
一 ,密码 编制 。 研 究 信 息 安全 伪装 形式 的 方法 , 既 要 使 合法 接收 者 
容易 识别 密码 的 真实 含义 ,又 要 防止 非法 接收 到 密码 的 人 从 密码 
中 获得 这 些 信息 。 第 二 ,密码 分 析 。 在 获得 某 个 密码 后 ,对 之 进行 
分 析 , 了 解 它 所 传送 的 真实 内 容 。 

编制 密码 的 方法 多 种 多 样 ,但 生前 主要 是 应 用 数论 方法 ,下 
面 ,我 们 将 通过 几 种 密码 编制 的 方法 ,介绍 数论 在 密码 上 的 应 用 。 

首先 ,我 们 需要 把 所 要 传送 的 信息 分 为 等 长 的 几 段 (最 后 一 段 
的 长 度 不 够 时 ,可 补 儿 个 空格 ) ,每 一 自称 为 一 个 信息 单元 。 其 次 ， 
我 们 还 需要 建立 文字 语言 与 数学 符号 间 的 联系 。 若 所 要 传送 的 信 
息 原 文 由 N 个 符号 组 成 时 ,可 以 让 这 N 个 符号 分 别 与 0,1,2,…， 
NN 一 1 一 一 对 应 ,以 后 ,在 谈 到 符号 表 时 , 常 是 同时 确立 了 这 样 一 
种 对 应 关系 。 例 如 符号 表 由 26 个 英文 字母 a .5 、c…z 及 标点 符 
号 “(空格 )”， 了 组 成 时 , 取 N=30, 并 作 如 下 对 应 : 
az0,61 xz 一 25,“”~*26( 即 空格 对 应 26)* ,27,* "一 
28，! "~>29, 而 且 , 若 信息 单元 P 含有 K 个 符号 Po, 了 1,… Pe 1， 
则 记 P 了 = (Po,Pi,…Pi-1) 同 时 P; 也 表示 它 所 对 应 的 整数 (0<; 
志 -1), 即 0&P&N -1, 令 

Pr>PoN® 1+ PIN + Pei， (1) 

财 信 息 单元 集合 与 整数 集合 10,1,… Nt -1 之 间 建 立 了 一 一 
对 应 的 关系 。 

例 1 若 使 用 上 述 的 符号 表 编写 信息 :thank you! 
使 得 :(1) 信 息 单元 含 一 个 符号 

(2) 信 息 单元 含 两 个 符号 

在 这 两 种 情形 下 ,分 别 写 出 信息 所 对 应 的 整数 

解 :(1) 信 息 单元 含 一 个 符号 时 ,信息 所 对 应 的 整数 是 19,7， 
0,13,10,26,24,14,20,29。 

(2) 信 息 单元 含 两 个 符号 时 ,应 先 将 信息 分 为 长 度 为 2 的 几 个 
单元 ,如 : 矶 an yo zl 再 利用 (1) 求 出 每 个 单元 所 对 应 的 整数 : 
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睛 -一 -19x30+7=577 

an 一 "0x30+13=13 

k—* 10x30+26=326 

30—* 24x30+14=734 

u! 一 ~ 20x30+29=629 

所 以 ,ipank you! 一 ~577,13,326,734,629 

反之 , 若 已 知 某 信 息 所 对 应 的 整数 串 及 信息 单元 的 长 度 , 我 们 
可 以 通过 把 整数 写成 (1) 式 的 形式 求 出 信息 原文 。 

在 完成 了 上 面 的 工作 之 后 ,我 们 可 以 实施 对 信息 的 加 密 了 ,为 
表示 方便 ,用 P 表示 长 度 为 的 原文 信息 单元 ,用 E 表示 长 度 为 
上 的 加 密 后 的 密码 信息 单元 ,也 用 它们 表示 相应 的 0 到 Nt -1 间 
的 整数 。 

4.1 仿 射 加 密 法 

定义 7.5 设 (a,N)=1, 由 玉 =ap+ 访 (modN*) 所 确定 的 加 
密 方 法 叫 仿 射 加 密 方 法 ,其 中 ,a、bEF, 量 0b<N,E 是 ap+ 
5 对 于 模 N* 的 最 小 非 负 剩余 。 

本 密码 法 的 收发 程序 如 下 : 

(1) 发 报 者 秘密 选取 一 组 整数 a ,6 ,使 (fa,N) = 1,0 委 8< 

lmodNe) -1 
N ,根据 P=- ap + 5(modNt) "计算 册 Ea lo 

(2) 发 报 者 (公开 ) 发 送 给 收报 者 ,同时 想 办 法 通过 一 秘密 
途径 将 a-!,5 告诉 收报 者 。 

《3) 收报 者 利用 pa ICE ~ 5)(modN*) 解 出 p, (0 所 p< 
六) ,从 而 得 出 信息 的 真实 内 容 。 

下 面 ,我 们 以 thank youl 的 收发 报 情形 为 例 : 

发 报 方 :… N =30, 故 可 选 a=1,5=290, 则 a-!=1 车 信息 
单元 有 两 个 符号 , 则 : 

th 577——577X1+290=867(mod30°) 

an —*13—*13x1+290=303(mod30°) 
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一 ~326 一 ~326x1+290 王 616(mod302) 

加 一 >734 一 ~734x1+290 王 124(mod30?) 

ul 一 >629 —>629 X 1 + 290=19{mod307) 

故 ,发 报 方 发 出 信号 867,303,616,124,19。 并 想 办 法 秘密 传 
送 a-!;b 给 收报 方 。 

收报 方 ,利用 得 到 的 < 1, 及 接收 到 的 密码 信息 EE, 通 过 PP 
三 a 1(EE -5b)(modNt) 算 出 呈 , 从 而 获知 真实 信息 。 

867 ——1 X (867 —290) 二 577{mod307)=19Xx30+7 一 > 声 

303 一 ~1X (303 - 290)=13{mod30°) =0x30+13—ran 

616—*1X (616 -290)=326(mod30*) =10X30+26—>&k 

124—>1 Xx(124 -290)=734(mod30?) =24X30+14~—>yo 

19—*1x (19 -290)=629(mod30°) =20x 30+29—*u! 

因此 ,真实 信息 为 thank you! 
可 以 看 到 ,由 于 a !,。 的 传送 ,使 这 种 密码 的 安全 性 大 为 降 
低 。 同 时 ,由 于 现实 生活 中 ,无 论 用 什么 语言 符号 传送 信息 ,各 个 
信息 单元 的 出 现 频 率 总 是 有 差别 的 。 如 英语 的 26 个 字母 中 出 现 
频率 最 高 的 是 ce, ,a ,o,n, 较 低 的 是 z,q,j,xz,k, 这 样 ,密码 分 
析 人 员 就 可 利用 统计 手段 ,通过 比较 密码 单元 与 原文 单元 的 出 现 
频率 , 猜 出 几 对 下 相对 应 的 信息 单元 ,从 而 利用 下 面 的 方法 得 到 解 
密 公 式 。 

例 1 已 知 信息 单元 含 2 个 符号 ,符号 表 由 26 个 英文 字母 及 
空 略 组 成 (ae 一 0,0- 一 1,c 一 2 空格 26) ,统计 分 析 后 发 现 , 密 
码 写 成 的 文字 中 出 现 频率 最 高 的 信息 单元 依次 是 za ,ia 与 iw, 又 
已 知 在 正常 英文 中 出 现 频 率 最 高 的 信息 单元 依次 是 e..( 即 。 与 空 
格 ),s_ 与 _, 试 求 出 所 使 用 的 仿 射 加 密 方 法 的 解密 公式 。 

解 :由 题 可 猜想 :密码 文 za ,zz ,im 依次 对 应 的 正常 英文 是 
ee So 

即 :e， 一 ~4x27+26=134 一 xz 一 ~25x27+0=67S 

5 一 18x27+26=512 一 > 这 一 >8x27+0=216 
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_t 一 26x27+ 19=721 一 io 一 ~8x27+22=238 
、 若 设 解 密 公 式 为 P 二 a 上 +5 (mod27), 其 中 0P<27? 
729。 则 ; 


134=675a’ + &’ (mod272) (2) 
512=216a’ + (mod272) (3) 
721=238a’ + 6’ (mod272) (4) 


将 (2) (4) 两 式 相 减 得 437a 二 142(mod27) 因 此 a 二 374 
(mod277), 代 人 (2) 解 得 6 三 647(mod277)。 因 此 ,可 取 a = 374。 
b=647。 所 求解 密 公 式 为 :P 二 374E +647(mod27?) 

一 般 说 来 ,(2)、(3)、(4) 三 个 方程 中 的 任何 两 个 都 可 确定 e ， 
5 的 值 ,只 不 过 ,有 了 时 可 能 得 到 不 只 一 组 解 ,如 将 (2)、(3) 相 减 得 
459a “二 351 (mod277) 因 为 (459,27?) = 271351, 故 这 个 方程 对 模 
?272 有 27 个 不 同 的 解 。 于 是 得 到 27 组 可 能 的 a 与 5 的 值 ,为 了 
得 到 正确 的 一 组 ,只 能 试 译 密码 ,进行 验证 。 

仿 射 加 密 法 是 单 钥 密码 系统 的 一 种 ,由 于 前 面谈 到 的 不 安全 
性 及 易 破解 性 ,在 本 世纪 70 年 代 后 期 , 随 着 公 钥 密 公 系统 的 出 现 ， 
单 钥 密码 已 经 越 来 越 少 用 了 。 从 实用 的 观点 来 看 ,由 于 “保密 "本 
身 是 有 时 间 性 的 。 因 此 ,只 要 在 某 个 时 间 期 限 内 , 密 文 不 被 破译 ， 
就 认为 这 个 系统 是 安全 的 。 例 如 :车 用 一 个 密码 系统 传送 一 个 三 
天 后 发 动 进攻 的 命令 ,如 果 所 使 用 的 密 文 被 非法 接受 者 破译 所 和 需 
要 的 时 间 在 十 年 以 上 ,那么 ,这 个 密码 系统 就 可 被 认为 是 安全 的 。 
4.2 RSA 系统 

这 个 系统 的 基础 是 “大 整数 因数 分 解 的 困难 程度 ” ,本 系统 的 
收发 程序 如 下 : 

(1) 收报 方 随机 地 选取 大 素数 p 与 9, 计算 n= pq, p(n)= 
(p 一 1)(g 一 1), 再 随机 地 选取 eEN, 晶 (e,g(n))=1,e<g(n) 

并 计算 4 ,使 ed 三 1(mod p(n)) 然 后 ,公开 告诉 发 报 者 n,e ,对 
户 .9.9(n)) 及 d 采取 保密 措施 。 、 
(2) 发 报 者 收 到 na,e 后 ,首先 将 他 想 要 发 出 的 信息 分 为 等 长 
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的 一 些 信息 单元 ,使 每 个 信息 单元 所 对 应 的 P 均 满足 0 所 P<n， 
并 计算 密 文 : 
E=P’(mod n) OEE<n,t(S) 

将 五 公开 传 给 收报 者 。 

(3) 收报 者 得 到 密 文王 时 ,可 根据 下 式 来 确定 原文 P:P 志 EF* 
(mod n) OEP<n (6) 

以 上 系统 简 记 为 RSA(n,e) 

因为 Ce ,p(n))=1, 所 以 必 存 在 r,d€EN, 使 得 ed -rp(n) 
=1, 故 必 可 找到 qd ,使 ed 二 1(mod p(n))。 
i 车 (P,n)=1, 由 费 尔 马 定理 可 知 P? 1! 二 1(mod p) Pt Is1 
(mod 9), 故 P2087D=1{mod pg) 即 : 
P=P' YP(mod n) (7) 
i 车 (P,n) 关 1, 则 也 可 得 到 (7) 

故 (5) 式 的 解 的 确 是 (6) ,这 就 说 明了 RSA(n,e) 系 统 是 建立 
在 正确 的 理论 基础 上 的 。 

同时 ,对 于 密码 分 析 人 员 来 说 ,车 能 将 ” 分 解 质 因数 , 则 本 
出 g(x), 进 而 求 出 4, 则 可 破译 密码 ; 若 能 利用 其 它 手段 求 
(nn) ,也 可 求 出 d ,来 破译 密码 。 但 无 论 哪 种 方法 ,都 与 将 = 
解 因数 在 计算 上 的 困难 不 相 上 下 ,又 由 于 p、q、p(n).d 只 由 收 
方 掌握 ,( 发 报 方 也 不 知 ) 故 这 个 系统 的 安全 性 较 有 保障 。( 即 
p,q 很 大 时 ,这 个 系统 在 短 时 间 内 是 很 难 破译 的 ) 。 
4.3 ”MH 系统 

在 本 系统 中 ,所 有 的 信号 必须 写成 二 进 制 的 形式 ,如 : 若 “ 我 
的 代 但 是 3314, 则 应 写成 3314= 2 +20+27+25+25+24+21 
即 110011110010, 然 后 将 信息 分 为 长 度 为 ”的 信息 单元 ,下 面 是 
MH 系统 的 收发 报 程序 。 

(1) 由 收报 者 秘密 的 选 一 组 正 整 数 (a1 ,4，…a, )。 使 其 满足 : 


各 > Jy(2<i<<n): 再 选 一 质数 M, 使 M> 沁 ai; 表 选 一 数 , 使 
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凡 满 于 缴 尘 


(ME) = 一 1。 计算 6 二 has{mod M) 1 所 矶 < MI 反 
有 使 南天 1(mod M), 然 后 ,将 (51,5，…b,) 公 开 , 将 
M, 上 ,皮下 以 及 (a1,a2,… ,a ) 保 密 。 

(2) 发 报 方 根据 (5, ,5，… 5 ) 对 信息 单元 PC(P= (pi, pa… 
pa)2 二 进 制 表示 ) 加 密 。 基 :计算 玉 ~ 5ip;， 并 将 EE 告诉 收报 
方 。 

(3) 收报 方 解 密 。 

1 先 计算 Eo 二 有 71E(mod M)0 所 Eo<M ,， 

ii 由 Eo=aipi1+…+anp， 求 出 Pi; 从 而 得 出 P,……(9) 

我 们 先 来 看 一 下 解密 方法 的 合理 性 : 

Eo=k !E= Ek SobP = Shap = Dap (mod M) 所 


以 (8) 的 解 的 确 是 (9) ,此 外 ,我 们 很 容易 由 Eo= 记 6:P， 解 出 已 
(PEO LH liSn) 

首先 “满足 号 on = ea> 吕 ai 
且 xi€ 10,11 的 方程 无 解 或 有 唯一 解 ,否则 , 设 方程 有 解 , 且 (x， 
zzo),(z'1,z'2z 和 ) 是 此 方程 的 两 个 解 。 则 六 (x x)a 
=0 |xi-7i|Sl 


Ns 


四 We 一 la <a, “rr n=0 
依次 可 得 x =x (1<in - ,结论 得 证 。 

其 次 ,本 题 中 ,… (pi p2…ps) 是 方程 (8) 的 解 , 故 (9) 必 有 解 ， 
由 (9) 得 出 志 是 非 党 容易 的 事 。 因 为 若 c>a1+ az+ + on- 
则 z =1( 若 不 然 zs =0 则 czxay>altazt+ai-1 之 
加 azr， 所 盾 ) 否 则 必 为 0, 同 理 , 若 < - zan > 9a， 则 zi 必 
为 1, 香 则 为 0, 以 此 类 推 ,很 快 可 解 出 x。 
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例 : 

(1) 收 方 令 =5,(a1sa2,43144945)=(1,2,4,8,16) 取 MM= 
37,k=13” 则 计算 得 &-!'=20， 

bi=13X1=13(mod37) 5 三 13X2 寺 26(mod37) 

b3=13X4=15(mod37) b=13X8=30{mod37) 

bs=13X 16=23(mod37) 
即 发 出 (51,62,53,641b5)= (13,26,10,8,16) 

(2) 假 定 发 方 要 发 的 情报 是 1010100001, 首先 将 其 分 为 长 度 
为 5 的 两 个 信息 单元 10101,00001, 然 后 对 每 个 信息 单元 加 密 , 下 
面 只 以 10101 为 例 

E=1x13+0xX26+1x15+0x30+1x23=51 
发 报 方 发 出 密码 51。 

《3) 收 报 方 收 到 至 后 ,计算 Eo 二 20 x 51 二 21(mod37)。 设 E。 
=21=aipi1+azp2ta3p3t aapatasps 

即 pi+2p2+4p3+8pst+16ps=2l 才 p1=1=p3~= ps， 

p2= pa=0 


所 以 收报 方 就 知道 了 信息 的 原文 。 

至 于 非法 接收 到 情报 的 人 员 , 和 需要 解 的 方程 是 51 = 13pi + 
26p2+15ps3+30ps+23ps。 由 于 6; 没有 象 a; 一 样 的 规律 , 故 当 
nn 很 大 时 ,这 个 方程 并 不 易 解 。 


5 Nim 对 策 问 题 


Nim 对 策 问题 ,是 一 种 双人 对 弈 问题 ,相传 起 源 于 中 国 古 代 
一 种 “ 拧 " 或 “ 翻 摊 " 的 游戏 ,十 九 世纪 林 传 人 欧美 ,由 于 懂得 其 中 数 
学 原理 的 人 能 够 稳 操 胜 券 ,所 以 风行 一 时 ,在 欧美 被 称 为 Nim{ 或 
许 是 “ 拧 " 的 音译 )。 经 典 的 Nim 对 策 问题 包括 所 谓 的 Bouton 对 
策 问题 和 Wythoff 对 策 问 题 。 

通常 称 两 人 轮流 对 给 定 状态 的 筹码 进行 操作 ( 移 取 筹码 ) ,为 
确保 胜利 而 寻求 对 策 的 问题 为 Nim 对 策 问题 ,其 中 一 方 不 受 对 方 
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干扰 的 完整 的 获取 胜利 的 方案 称 为 获胜 策略 。 为 了 氢 述 方 使 ,我 
们 约定 局 中 两 个 一 方 记 为 A, 另 一 方 记 为 B, 采 用 mm 元 数组 N 
(a1sa2 Qi Gn) ,其 中 a; 之 0,nEZ!' i=1,2,… 4, 表示 
当前 n 堆 筹 码 的 数目 状态 。 由 于 数组 N 中 各 分 其 顺序 与 获胜 策 
咯 无 关 ,以 下 行文 如 无 特殊 和 需要 总 按照 分 量 由 小 到 大 的 顺序 记 数 
组 。 对 于 任意 元 数组 入 = (aiya2 Qian) ,其 中 这 0,n 
EZ+ ,i=1,2,…,n,a; 不 全 为 0, 局 中 人 一 方 从 一 堆 中 取 一 次 筹 
码 相当 于 将 数组 N 的 某 个 非 零 分 量 a; 减少 为 a (0 入 a ;<ai), 把 
数组 N 变 为 新 数组 N = (a;,az,…,ai ,…,a,), 这 种 变换 我 们 称 
之 为 数组 N 的 一 个 工 变换 。 对 于 数组 N ,如 果 存 在 一 个 策略 ,使 
得 无 论 对 手 B(A) 如 何 从 数组 N 中 移 取 筹码 ,A(B) 总 能 确保 在 比 
赛 中 获胜 , 则 称 数组 N 对 局 中 人 A(B) 是 获胜 数组 。 局 中 人 一 方 
A(B) 的 获胜 数组 以 外 的 其 他 数组 称 为 这 个 局 中 人 A(B) 的 失败 数 
组 。 

存在 性 定理 ”对 于 给 定 的 每 一 个 n 元 数组 N= (a1,42,…， 
aen) ,其 中 心 全 0,mE2 ,i=1,2,…,7n, 在 Nim 对 策 问题 
中 ,对 局 中 一 方 要 么 是 获胜 数组 ,要 么 是 失败 数组 。 

证 明 对 于 任意 给 定 的 na 元 数组 N = (ai,a2,*…, ai,…， 
an) ,其 中 ap>0,mE ZTE=12，ma, 设 妆 oi= 包 对 上 用 第 二 
数学 归纳 法 。 

(1) k=1 时 ,对 留 下 数组 N 的 局 中 人 A 来 说 ,显然 数组 N 是 
失败 数组 。 

(2) 假设 当 n 演 1 由 co > 时 ,数组 N’ 一 (41,0'2,…a5， 
…,a“) 在 Nim 对 策 问题 中 对 局 中 一 方 要 么 是 获胜 数组 ,要 么 是 
失败 数组 。 考 虑 元 数组 N = (a1,42,…, 4,…, 4) ,其 中 a 之 
0,nEZT ,i125 光一 k。 从 n 元 数组 N= (a1,a2,…， 
ai,…,an) ,可 以 通过 任意 工 变 换 成 许多 个 不 同 的 N = (ca2， 
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ea) 设 A 留 下 N=(al,a2,… ,4i,… ,4an),B 通 过 某 
个 工 变换 全, 将 N 变 为 某 个 N = (Call,a,,a i,…,an)o。 对 
各 种 可 能 的 N ,部 有 名, <A, 由 假设 知 每 一 个 可 能 的 N', 要 么 
是 获胜 数组 ,要么 是 失败 数组 (对 B 而 言 )。 如 果 其 中 有 一 个 数组 
N 对 了 是 获胜 数组 ,那么 数组 N 对 A 而 言 蚌 失败 数组 (因为 了 B 当 
然 要 选择 使 自己 获 星 的 工 变换 1")。 另 一 方面 ,如 果 对 B 而 言 没 
有 一 -个 数组 N 是 获胜 数组 ,那么 数组 N 对 A 而 言 是 获胜 数组 ( 因 
为 了 无 论 如 何 变换 都 不 能 获胜 ) 。 
样 ,我 们 就 证 明了 对 A, 即 对 变换 成 N= (alyaz， ,a;，…， 
ax) 的 局 中 人 ,在 Nim 对 策 问题 中 ,n 元 数组 N 要 么 是 铸 胜 数组 ， 
鉴 么 是 失败 数组 。 

这 个 基本 定理 ,保证 了 我 们 能 够 探寻 获胜 数组 或 失败 数组 具 
5.1 二 进 制 与 Fibonacci 数列 

二 进 制 是 自然 数 的 一 种 重要 表示 方法 ,在 中 国 古代 ,人 们 就 已 
经 发 现 一 些 有 趣 的 筹码 游戏 可 通过 二 进 制 取得 获胜 策略 ;在 现代 ， 
二 进 制 更 因 其 在 计算 机 中 的 重要 应 用 而 备 受 重视 , 它 的 只 用 0 和 
1 两 个 符号 就 可 表示 出 所 有 数 的 特征 共有 非常 好 的 物理 意义 , 同 
样 具有 这 一 特征 的 数 的 表示 方法 还 有 另外 一 种 , 那 就 是 数 的 Fi- 
bonacci 表示 。 

Fibonacci 数列 是 指 由 下 列 系 统 所 确定 的 数列 : 

EE t fa 

\fo=f1=1 

数 的 Fibonacci 表示 是 指 一 个 自然 数 = 可 以 表示 为 若干 个 互 
异 的 Fibonacci 数 之 和 , 即 : 

下 

由 于 在 Fibonacci 数列 中 , 方 = 方 , 且 两 个 相 邻 的 Fibonacci 数 

之 和 可 用 一 个 Fibonacci 代替 ,所 以 在 数 的 Fibonacci 表示 中 ,我 们 
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滋 


最 感 兴趣 的 是 满足 以 下 条 件 的 表示 : 
(1) & 全 1, 即 加 项 中 不 含 方 ; 
(2) 大 之 Ke +2, 即 加 项 中 不 含 相 邻 的 项 。 
称 数 ” 满足 以 上 其 个 条 件 的 Fibonacei 表示 为 n 的 标准 Fibonacci 
表示 ,简称 下 - 表示 。 
一 个 自然 数 ,车 它 本 身 就 是 Fibonacci 数 , 则 它 的 F- 表示 就 
是 它 自己 ;车 它 不 是 Fibonacci 数 , 则 做 分 解 : 
n=f.+n 
其 中 f 为 比 w 小 而 最 接近 的 Fibonacei 数 ,然后 再 对 xn; 作 同样 
的 分 解 ,最 后 就 会 得 到 n 的 F- 表示 ,而 且 得 到 的 ”的 上 -~ 表示 是 
唯一 的 。 可 以 看 出 ,这 种 操作 过 程 与 将 =” 写成 二 进 制 数 的 实际 分 
解 过 程 是 一 样 的 。 
二 进 制 的 本 质 是 采用 以 2 为 基 的 定位 数 系 ,0 和 上 分 别 表示 
对 应 基 的 无 或 有 ;同样 , 若 采用 以 Fibonacci 数列 户 , 户 , 户 ，…, 为 
基 的 定位 数 系 ,那么 数 的 F- 表示 就 可 以 只 用 0 和 1 两 种 符号 了 。 
比如 ,12=8+3+1 =fs+ f+ ={10101)F 
=1XfstOXfatlXfstr0x ft+1Xf 
=(10101)F 
按照 数 的 F- 表示 的 定义 ,相应 的 0,1 字符 串 中 应 不 会 有 两 
个 连续 的 1 存在 。 
两 个 在 F- 表示 下 的 数 相 加 时 ,可 直接 作 0,1 字符 闻 的 加 法 ， 
遵循 着 下 进 一 的 原则 ,具体 如 下 : 
0+0=0,0+1=1,10+1=100 
当 1 表 示 几时 ,(f1+ 用 = 了) 
1 
+ 1 


1 0 
当 1 表 示 户 时 ,( 户 + 户 = 访 + 廊 ) 
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1 
+ 1 


101 
当 1 表 示 (n>3) 时 ,f+ f= 所 11+ /2,43) 


1 
+ 1 


1001 
具体 计算 时 ,采用 逐步 调整 法 ,例如 : 
51= (10100101)F,12= (10101)y 


10100101 
+ 10101 


10 
1001 
1100 


100001100 


100010000 

故 63= (1000t0000)r 

对 于 二 进 制 与 数 的 F- 表示 的 比较 研究 并 不 是 闲 来 无 事 
面 我 们 换个 角度 看 待 二 进 制 数 。 

考查 由 下 列 系统 所 确定 的 数列 : 


aa=1 
性 1 一 2dv 
那么 二 进 制 数 就 成 了 自然 数 与 数列 1a, | 之 间 的 关系 ,而 数列 1a,1 
与 (1 比较 起 来 ,不 过 一 个 是 均匀 增长 ,而 男 一 个 则 趋 于 完美 : 


ln- 二 
生态 


也 
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二 进 制 与 Fibonacci 数列 似乎 一 个 代表 东方 ,而 另 一 个 代表 西 
方 ,前 文 已 经 提 到 在 我 国 已 经 成 功 地 用 二 进 制 获得 了 筹码 游戏 中 
的 获胜 策略 ,而 西方 人 则 在 玩 nim 游戏 时 用 到 了 Fibonacci 数列 ， 
下 面 我 们 来 看 一 组 这 样 的 例子 。 

例 1 有 三 堆 火柴 ,分 别 为 12 根 .9 根 和 6 根 , 两 人 轮流 从 三 
堆 火 柴 中 取 火 柴 ,每 次 只 许 从 一 堆 中 拿 取 , 取 的 根 数 不 限 (但 不 可 
不 取 )。 问 如 何 取 才能 保证 你 能 取 走 最 后 一 根 火 柴 而 获胜 。 

解 : 先 把 12.9.6 都 化 成 二 进 制 数 ,然后 按 位 相 加 起 来 ,但 不 
要 进位 : 


12 一 1100 
9 一 1001 
6 一 10 (+ 


2211 
这 里 各 位 数字 之 和 分 别 是 2.2.1 和 1] ,它们 中 有 两 个 是 奇数 。 
我 们 把 这 种 “各 个 数位 上 的 数字 之 和 不 都 是 偶数 "的 称 为 * 奇 型 ”; 
把 “各 个 数位 上 的 数字 之 和 全 是 侦 数 ”的 称 为 “ 偶 型 "(在 这 里 0 也 
称 为 偶数 )。 
如 果 你 面 对 “ 偶 型 ”, 可 以 发 现 不 管 你 在 哪 一 堆 中 取 走 多 少 根 
火柴 ,都 要 将 它 安 为 奇 型 "。 因 为 不 论 哪 一 个 数 减 小 了 ,至 少 要 有 
一 个 "1 变 为 "0"( 天 则 这 个 数 就 不 会 减 小 ) ,而 在 这 个 数位 上 的 数 
字 和 必定 由 偶数 变 为 奇数 。 
如 果 你 面 对 “ 奇 型 ,经 过 试验 ,也 可 以 发 现在 某 一 堆 中 取出 适 
当 根 数 的 火柴 ,可 以 将 它 变 为 “ 偶 型 "。 其 实 , 这 时 你 只 要 找到 左 起 
第 一 个 数字 和 不 是 偶数 的 数位 (本 例 是 21 位 ), 再 找 一 个 在 这 个 数 
位 上 的 数字 是 “1" 的 数 (本 例 的 110) ,对 应 于 所 有 数字 和 是 奇数 的 
数位 (本 例 中 的 21 .2 位 ) ,将 刚才 找 出 的 都 个 数 在 这 几 个 数位 上 
的 数字 “1" 变 为 0”,“0" 变 为 1”。( 如 本 例 应 把 110 变 为 101) ,这 
时 *“ 奇 型 "就 变 成 “ 偶 型 "了 。 这 个 变化 前 后 两 个 数 的 差 ,就 是 你 应 
取 的 火柴 根 数 (本 例 中 应 在 6 根 的 一 堆 中 取 走 一 根 )。 
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如 果 你 想 获胜 ,最 后 的 火柴 应 该 由 你 取 走 , 即 你 留 下 了 - -个 各 
堆 火柴 根 数 都 是 0 的 “ 偶 型 "。 可 以 设想 ,如 果 你 每 次 取 后 都 给 对 
方 留 下 " 偶 型 ,而 对 方 取 后 又 不 得 不 给 你 留 下 * 奇 型 "*。 面 对 “ 奇 
型 ", 你 总 可 以 设法 使 它 成 为 ^ 偶 型 ”,…… ,如 此 一 直 继续 下 去 。 因 
为 火柴 一 共 只 有 有 限 根 ,所 以 经 过 若 于 轮 后 ,总 有 一 次 出 现 各 堆 都 
是 0 的 情况 ,这 是 一 个 “ 偶 型 " ,一 定 是 你 留 下 的 ,那么 最 后 的 一 根 
火柴 当然 是 被 你 取 走 了 。 

例 2 有 一 堆 棋子 , 甲 . 乙 二 人 轮流 取 ,他 们 至 少 要 取 一 个 ,但 
要 少 于 总 数 的 一 半 , 以 后 每 人 每 次 也 至 少 取 一 个 ,但 必须 少 于 刚才 
对 方 取 数 的 两 倍 , 堆 使 剩余 棋子 变 为 0 即 为 胜 者 , 问 谁 有 获胜 策 
略 。 

解 : 设 棋子 数 N= (1L* x 10…0)2=2" + +22+2n ,其 中 
Pp 

E(N) 表 示 N 的 二 进 制 表示 中 1 的 个 数 。 

若 |E(N)| 之 2, 甲 先 取 走 N 中 最 后 一 个 “1”, 即 使 N 中 少 了 
一 个 “1”, 乙 无 论 如 何 取 , 所 取 其 棋子 数 必 少 于 倒数 第 二 个 “1”, 即 
取 不 走 这 个 “1”, 从 而 不 会 使 乙 所 面临 的 数 的 (二 进 制 表示 中 的 ) 
“1 的 个 数 减 少 。 

由 于 乙 不 可 能 取 走 2”: 枚 棋子 ,因此 不 妨 证 乙 从 2 一 1 校 中 
取 , 即 乙 从 (11…1): 中 取 走 若 于 个 1, 设 情况 为 : 


乙 取 后 
OS Ey 并 


此 时 乙 取 走 的 棋子 数 之 2 :。 回 到 2” 中 来 ,此 时 则 甲 所 面临 的 情 
况 为 * * 10…0, 让 甲 取 走 最 后 的 “1”, 它 代表 2 1。 若 甲 面临 的 
Te 


棋子 只 有 这 一 个 “1”, 则 已 被 取 光 ;否则 乙 面临 与 上 次 相同 的 形式 
无 法 使 得 "1" 的 个 数 减 少 ,如 此 继续 , 因 宽 子 数 有 限 , 故 最 后 总 会 被 
取 光 , 即 让 “1” 的 个 数 变 为 0, 作 出 这 一 贡献 的 当然 是 甲 , 故 甲 有 获 
胜 策略 。 

200 


苦 |E(N)1= 1, 则 若 乙 是 智者 由 必 胜 ,因为 第 一 次 他 无 论 如 
何 取 都 会 使 *1” 的 个 数 增加 ,从 而 为 甲 提供 上 而 的 情形 。 

有 意思 的 是 ,上 例 中 车 将 取 子 条 件 中 两 处 " 少 于 (<)” 变 为 “不 
超过 (所 )”, 记 F(N) 为 N 的 下 表示 中 1 的 个 数 ,那么 甲 获胜 策略 
旭 要 根据 F(CN) 是 否 等 于 1 来 确定 了 ,读者 不 妨 自己 - - 试 。 

在 介绍 下 一 个 游戏 之 前 ,我 们 先 来 看 一 个 与 数 的 F- 表示 有 
关 的 数 对 的 定义 及 其 性 质 。 

定义 7.6 自然 数 在 下 -表示 下 ,将 末尾 部 分 含 偶 个 0 的 全 体 
按照 从 小 人 到 大 排列 , 记 第 n 个 为 6, ,末尾 部 分 含 奇数 个 0 的 全 体 
按 从 小 到 大 排列 , 记 第 n 个 为 0,, 称 (6, ,ov ) 为 Wythoff 数 对 。 

定理 7.2 Wythoff 对 (en ,0 ) 满 足 0, = e,+n。 

定理 的 证 明 可 用 归纳 法 ,这 里 从 略 。 

例 3 有 两 堆 棋 子 ,个 数 不 等 , 申 乙 两 人 轮流 取 子 。 甲 先 取 ， 
他 至 少 取 一 个 ,但 不 能 一 次 全 部 取 走 。 以 后 每 人 每 次 可 以 从 一 堆 
中 取 和 任意 个 。 或 从 两 堆 同时 取 , 但 从 两 堆 取 走 的 棋子 数 应 相等 , 谁 
使 剩余 模子 数 变 为 0 谁 就 为 胜 者 。 问 谁 有 获胜 策略 。 

解 : 设 最 初 两 堆 棋 子 数 为 (< ,5), 县 a >>6， 

(1) 车 (ea ,6) 不 是 Wythoff 数 对 ,那么 由 定义 可 知 , 必 存 在 一 
个 ,使 6=e, 或 b= ov。 

当 5=on 时 ,a >>6= or=es+n, 让 甲 从 第 一 堆 中 取 走 a 一 e， 
>0, 则 两 堆 棋 子 数 变 为 (6, ,0,); 

当 5=e, 时 ,车 a>o,, 则 从 a 中 取 走 a 一 0, ,得 到 (0, ,e,); 

若 此 时 a<<o,; 则 a=e,+r, 而 0 入 r<<n, 考 虑 Wythoff 对 
(er0r), 令 1=es-e,, 则 

(ab)=(e, tr,e)= (etltr,e +i)=(0,+l,e,+1) 

让 甲 从 两 堆 各 取 走 ! 个 , 则 两 堆 变 为 (0, ,e,)。 

总 之 , 玮 可 以 给 己 留 下 两 堆 Wythoff 对 棋子 ,再 看 乙 的 情形 ， 
此 时 他 面前 横 子 数 为 Wythoff 对 (ei,o1), 看 他 能 否 将 棋子 数 为 
(em rom) 或 (om ,em)。 
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车 变 为 (en ,pw) ,应 分 别 从 两 堆 中 取 ei -en 和 os 一 ow 个 ,但 
0 一 0m 二 Ek 一 em + 上 一 1y)>ei 一 en, 故 不 能 按 规则 取 成 。 

若 变 为 (om ,e) ,从 两 堆 取 的 棋子 数 应 分 别 为 ei 一 0, 和 os 一 
en ,这 两 个 数 显然 不 会 相等 。 

故 乙 不 可 能 将 两 堆 棋 子 继续 变 为 Wythoff 对 ,这 样 ,总 有 一 次 
甲 取 完 后 棋子 数 变 为 (es .ol) = (1,2) 的 情况 ,那么 乙 取 后 , 甲 就 将 
只 面 对 一 堆 棋子 或 两 堆 数 具 相 同 的 棋子 ,从 而 可 将 其 取 光 ,故此 时 
甲 有 获胜 策略 。 

《2) 若 (a ,56) 是 Wythoff 对 ,那么 甲 显 然 成 了 第 一 种 情况 时 的 
乙 ,成 为 被 动 者 ,从 而 甲 会 输 。 

综 上 可 知 当 两 堆 棋子 数 为 Wythoff 对 时 , 乙 有 获胜 策略 ;否则 
甲 有 获胜 策略 。 

如 果 把 定义 7.6 中 的 下 - 表示 改 为 二 进 制 并 定义 得 到 的 相应 
数 对 (6, ,on ) 为 二 进 数 对 ,二 进 数 对 间 具 有 很 好 的 关系 :os = 2ev， 
这 一 点 可 以 利用 我 们 熟悉 的 二 进 制 的 解析 性 质 推导 出 来 。 

下 面 我 们 把 例 3 中 的 游戏 规则 作 些 改变 ,然后 利用 二 进 数 对 
来 解决 。 

例 4 有 两 堆 棋 子 ,个 数 不 等 ,甲乙 两 人 轮流 取 子 , 甲 先 取 ,至 
少 到 一 个 ,但 不 能 一 次 全 部 取 走 ,以 后 每 人 每 次 可 以 从 一 堆 中 取 任 
意 个 ,或 从 两 堆 同时 取 , 但 从 其 中 -- 堆 到 走 的 棋子 少 于 另 一 维 的 两 
倍 , 谁 使 剩余 棋子 变 为 0G, 谁 就 胜 , 间 谁 有 获胜 策略 。 

解 : 假设 棋子 数 为 (a ,5) 非 二 进 数 对 , 且 a <5, 则 必 有 一 ”， 
使 a=e, 或 a=o,。 

(1) 车 a=o0,, 则 5>a=o,=2e,, 甲 从 第 二 堆 中 取 走 6 --@， 
枚 , 则 棋子 数 变 为 (0, ,ev); 

(2) 车 4a=en 时 : 

车 5>o0,, 则 从 5 中 取 走 6 - ov, 棋子 变 为 (eu,on)， 

车 5<o,, 则 56=e,+r, 而 0<r<e,, 且 必 有 上 上 使 得 r= 不 或 水 。 

当 >= ex 时 ,考虑 二 进 数 对 (ei,04), 设 1=es~e4, 则 : 
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as)=ep + Ley+ es+7), 甲 从 两 堆 各 皮 /个 则 变 为 (ei， 
2ei) = (es,08); 

当 r=o4 时 , 令 1=e, 一, 则 : 

(aD) 一 《ert+ 习 opt+ en) 一 (er,0), 需 从 第 一 堆 取 走 1 = e, 一 
ex, 第 二 堆 取 走 eo 枚 ,由 于 e > r=o06=26>2e,>2e, + 国定 2(ey 

-ex) >e,, 即 从 第 二 堆 收 的 棋子 数 少 于 从 第 一 堆 取 的 棋子 数 的 两 
倍 ,符合 规则 。 

这 样 , 甲 必 可 使 一 个 非 二 进 数 对 (a ,2 ) 变 为 二 进 数 对 ,这 样 ， 
甲 总 有 一 次 将 棋子 数 变 为 (1,2) ,那么 在 乙 取 后 ,将 只 剩 一 堆 棋 子 
或 两 堆 数 目 相同 的 棋子 ,可 由 甲 取 光 , 因 此 他 具有 获胜 策略 。 

当然 若 最 初 为 二 进 数 对 ,那么 先 取 者 反 到 成 了 被 动 者 ,后 取 者 
具有 获胜 策略 。 

5.2 Houton 对 策 问题 

Charles L. Bouton 论证 了 下 面 这 个 Nim 对 策 问题 ; 设 有 nCN 
EZ1' ) 堆 筹码 ,各 堆 筹 码 的 数目 分 别 为 a1,42,…,a;,…,aw, 其 中 
ai>0,1=1,2,…,n, 局 中 两 人 轮流 从 中 移 取 筹码 ,要 求 : 

(1) 每 次 只 许 从 一 堆 中 移 取 筹码 ; 

(2) 每 次 至 少 移 取 一 个 筹码 ,多 取 不 限 ,直至 把 一 堆 筹 码 取 
完 。 抢 到 最 后 一 次 取 筹 码 的 一 方 获胜 。 

把 数组 N= (al,az， ai，yean) 中 每 一 个 分 量 a; 用 整数 
的 二 进 制 数 表示 ,ai 写 在 第 i 行 ,对 齐 二 进 制 数 的 位 数 ,在 每 列 上 
分 别 作 十 进 制 加 法 ,和 写 在 第 n+1 行 , 记 为 (sis 
如 果 所 有 这 些 和 数 s; (1 所 ;所 1) 均 为 偶数 , 称 这 个 数组 N = (al， 
a2… sai,… sar) 为 偶数 组 ;车 和 数 5 (1 所 j 专 +) 中 有 一 个 为 奇数 ， 
则 称 数组 N = (a1,42,…,a;,…,an) 为 非 偶数 组 。 

引 理 1 偶数 组 经 过 任意 一 次 工 变换 T' 之 后 定 变 为 非 偶 
数组 。 

证 明 设 n 元 数组 N= (a1,a2,…,4ai,…,an) 是 偶数 组 , 即 
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它 对 应 的 1 元 数组 (51,52,… ,5 50) 中 每 一 个 SS 天 昌 均 为 
偶数 。 对 这 个 数组 N 做 任何 一 个 工 变换 工 ,不 妨 假定 把 a, 变 为 
af0 近 os) 而 其 对 应 的 + 开 数 组 变 为 (ss 
0)。 由 于 a; 关 a ,其 二 进 制 表 示 也 一 定 不 同 , 即 
a = (bbb be)2, ;=0,1 
6)2,0;=0,1 
其 中 至 少 有 一 个 刀 关 D,(1 所 j0 扩 1), 划 要 么 bo 一 2 一 0 要 
么 bn=0,550=1。 无 论 哪 一 种 情形 ,都 有 
so=3%0+1 或 s0=50-1 (SiosD 
即 , su 为 偶数 ,经 过 变换 后 ,sj 必 为 奇数 。 
引 理 2 ”对 于 非 偶 数组 ,一定 存 在 某 个 下 变换 ,使 其 变 为 偶数 
组 。 
证 明 设 n 元 数组 N= 人 ai,…，an) 是 非 偶数 组 ， 
即 它 对 应 的 + 元 数组 (ss ,vs ) 中 至 少 有 一 个 sj 所 
站 ) 为 奇数 。 设 jn 是 使 so 为 奇数 的 最 小 正 整数 , 则 必 有 一 个 ai6 
的 二 进 制 表示 为 : 
je (babi biobior 1h) b=0,1, 1 
\50=1 
又 假设 51,s2,…,s; 中 所 有 奇数 是 : 
S03 jj 
构造 数 a 6= 《610 22077857)2 ,其 中 
{65’;=6; jh,0SkEl 
[6 0 
由 于 =1; 则 0Sa'io<aig。 即 对 (a1,a2,…,ai0,…,an) 作 
工 变 换 工 成 (1 ,42,… ,a 6“… ,a4), 它 对 应 的 + 元 数组 是 
55= jj hEL 
ls=s+t1-26 j=i0<kE! 
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所 以 ,存在 变换 了 ,将 所 有 奇数 5 (ji 所 :) 变 为 偶数 :。 

引 理 3 ”偶数 组 对 于 侈 给 定数 组 变 为 偶数 组 的 局 中 一 方 是 获 
胜 数组 。 

证 明 ”对 于 任意 给 定 的 n 元 数组 N = (au aa mo， 
os) , 设 局 中 人 入 将 它 变 换 成 偶数 组 。 根 据 引 理 1 ,偶数 组 经 过 任 
意 一 个 工 变 换 后 一 定 变 为 非 偶数 组 ,这 样 ,B 无 论 怎样 移 取 ,只 能 
将 其 变换 成 非 侦 数组 。A 根据 引 理 2, 又 能 通过 某 个 工 变 换 将 B 
得 到 的 非 偶数 组 变 成 偶数 组 。 由 于 每 次 变换 后 , 剩 下 的 数目 总 是 
越 来 越 小 ,而 (0,0,…,0) 是 偶数 组 ,所 以 偶数 组 对 于 把 给 定数 组 变 
为 偶数 组 的 一 方 是 获胜 数组 。 

仿 引 理 3 的 证 明 易 证 。 

引 理 4 非 侦 数 组 对 于 把 给 定数 织 变 成 非 傅 数 组 的 局 中 一 方 
是 失败 数组 。 

Bouton 对 策 问题 的 推广 1 设 有 n(nE 2+ ) 堆 筹码 ,名 座 筹 
码 的 数目 分 别 为 


a dada 
其 中 a; 守 0,i1=1,2,…,n ,局 中 两 人 轮流 从 中 移 取 筹码 ,要 求 : 
{1) 每 次 只 许 从 一 堆 中 移 取 筹码 ; 
(2) 每 次 至 少 移 取 一 个 筹码 ,至 多 取 q 个 筹码 ,其 中 q 是 事先 
给 定 的 正 整数 ,1<g<maxi al,as,…,a,!。 7 
抢 到 最 后 一 次 取 筹 码 的 一 方 获胜 。 
采用 符号 (al,az,，…,an,1,9g) 表 示 Bouton 对 策 问题 的 推广 


1。 
定理 7.3 在 Bouton 对 策 问题 的 推广 1 中 ,车 
Li 三 ai (modg +1) i=1,2,°,n, 
其 中 0&a'; 亿 gq, 则 局 中 人 在 数组 (a1,a 3a'i,… a's,1,9) 
中 有 获胜 策略 的 一 方 在 数组 (a ,a2,…,as,1,9) 中 也 有 获胜 策 
略 。 
证 明 设 在 (a 1 ,4a 2,…,a';,…,a',1,9) 中 有 获胜 策略 的 一 
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方 是 局 中 人 A。 
对 于 数组 N= (a1,a,…,as;1,9) 中 所 有 大 于 q 的 分 量 a,{1 
扫 j 委 加,A 总 能 做 到 
&j=a'(modg + 1), 
即 ,对 手书 在 aj{1 所 j 扎 #) 中 移 取 a (1 所 a 所 qg),A 就 在 同一 堆 中 
移 取 (q+1- a)。 显 然 1 入 qa +1--a 坟 gq, 从 而 能 够 确保 双方 各 移 
取 一 次 之 后 在 该 堆 中 筹码 数 减 少 (q+ 1)。 也 就 是 对 第 j 堆 筹码 局 
中 双方 各 取 i(z 守 1) 次 之 后 
ai=a-t(atl) 
对 于 数组 N= (a1,a2,…,as;1,q) 中 所 有 小 于 等 于 q 的 分 量 
Qar(1 所 上 所 nn), 显 然 


a =ai(modg +1), 
所 以 ,无 论 哪 种 情形 ,都 有 
a i(modg +1) i=1,2,% ,ne 

这 样 ,在 数组 (a 1 ,a 5,…,a',…,a;1,9) 中 有 获胜 策略 的 
局 中 一 方 在 数组 (a1 ,a2,…,a,;1,g) 中 也 有 获胜 策略 。 

对 策 问题 (a 1 ,a 52,… ,a'i,… a31,9) 满 足 Bouton 对 策 问 
题 的 条 件 ,按照 Bouton 对 策 问题 的 结论 寻求 获胜 策略 即 可 。 特 别 
地 , 当 q= maxlal'ez,…,anj 时 ,就 得 到 Bouton 对 策 问题 的 结论 。 

Bouton 对 策 问 题 的 推广 2 设 有 n(nEZ+ ) 堆 筹码 ,各 堆 筹 
码 的 数目 分 别 为 

laa a 
其 中 a 法 0,i 一 1,2,…,n, 局 中 两 人 轮流 从 中 移 取 筹码 ,要 求 ; 

(1) 每 次 只 洗 从 一 堆 中 移 取 筹码 ; 

(2) 每 次 至 少 移 取 p 个 筹码 ,至 多 取 q 个 筹码 ,其 中 p,q 是 事 
先 给 定 的 正 整 数 ,1p 志 gmax|al,a2,… ,anl; 

(3) 对 于 筹码 数 不 多 于 p 个 的 堆 , 只 能 一 次 取 完 。 抢 到 最 后 
一 次 取 筹码 的 一 方 获胜 。 
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采用 符号 {a4 ,a2,…,an; 思 ,9) 表 示 Bouron 对 策 问题 的 推广 
2。 

仿 定 理工 的 证 明 易 证 。 

定理 7.4 在 Bouton 对 策 问题 的 推广 2 中 , 若 

Qa (modp+qg) i=1,2,,n, 

其 中 0S<a1 志 p+ gq 一 1, 则 局 中 人 在 数组 (a'1,a2，… ,a i， 
a'; 思 ,9) 中 有 装 胜 策略 的 一 方 在 数组 Ca1,a2,… ,as;p,49) 中 也 
有 获胜 策略 。 

现在 问题 的 关键 是 如 何 寻 求 对 策 问题 (a1 ,a'2,… ,a ,…， 
ar ; 户 ,9) 的 获胜 策略 。 

对 于 (ae 2a,4 nj 思 14); 若 0SSa' 太 gqg, 则 记 a 
为 b; ,1 所 i 所 nn; 若 gqg<aj 所 p+g -起 则 记 关 为 cl 过 ii 委 m。 对 
于 C0162 ,bis ba; ps 4), 
加 b/p,G p16 
[6p]+1, 当 pli5; 时 

定理 7.5 在 定理 7.4 的 条 件 下 ,在 (x1,72，… ,zx;,…,z) 中 
有 获胜 策略 的 局 中 人 一 方 在 (af az ai saw , 记 ,q) 中 有 
获胜 策略 。 
证 明 ” 先 证 在 (x ,z2,… ,x;，,… ,rn) 中 有 效 胜 策略 的 局 中 人 一 方 
在 (81,62,…, 刀 ,…, 如 ，p,9) 中 有 获胜 策略 。 

因为 p 宇 1,0 生 B 和 gqg,1 寺 ii 守 1, 由 w= 

J 6:/p, plb 时 
[6;/p]+1, 当 ph6; 时 
有 0z; 态 9, 则 在 {x1,z2,… ,xz;,…, Xx;) 中 导 求 获胜 策略 同 Bou- 
ton 对 策 问题 。 

设 在 (riyra,…， mi ,XZ ) 中 有 获胜 策略 的 局 中 一 方 为 A。 
根据 引 理 3, 即 有 A 得 到 的 对 应 于 (Bb1,62,… ,6;,…,b,;p,q) 的 
数组 (zi ,72,…,z;，,… ,zz ) 为 偶数 组 。 


EE Ein) 


li ) 
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只 能 是 以 下 两 种 情形 :(1)0b 寺 pp;(2)p< bq。 

对 于 (1), 局 中 人 B 只 能 一 次 取 完 非 零 数 b,, 而 5; 对 应 于 (xi ， 
zz 中 的 z= 二 根据 引 理 1,B 变 偶数 组 (zl ra， 
为 非 偶数 组 。(zl ,x2，… ,i，… ,xa)。 入 依 引 理 2， 
一 定 在 在 一 个 变换 , 变 非 侦 数组 (zi ,x2,…, xz;,…, 7 ) 为 偶数 
组 。 根 据 引 理 3, 在 这 种 情形 ,局 中 人 A 在 (61,62,… bi,… ,bn5 
,9) 中 有 获胜 策略 。 对 于 (2),B 每 次 在 6, 上 所 取 数 自 大 于 等 于 
pb, 而 zi>1, 同 (1) 可 证 。 

然后 证 明 在 (61,6;,…,6;,…,5s; 户 , 4) 中 有 获胜 策略 的 局 中 
一 方 ,在 (a ,a2,…,a5,…,amip,4) 中 有 获胜 策略 。 设 局 中 人 
A 在 数组 (51,5,,… ,6b;,…,ba; 记 ,9) 中 有 获胜 策略 ,对 于 满足 9 < 
a jy 信 p+g-1 的 c,,A 总 能 做 到 B 取 a(p 志 a 所 gq),A 在 同一 堆 
中 取 c; -a ,显然 0<c -wa<e。 即 局 中 双方 对 ci 各 取 一 次 之 后 ， 
ci= 0 

所 以 ,在 (81,62,…,b;,…,bn; 轧 ,9) 中 有 获胜 策略 的 局 中 一 
方 , 在 (ca 2,… ,61,…,a nj 户 ,9) 中 有 获胜 策略 。 综 .上 所 述 ， 
定理 得 证 。 

这 样 ,我 们 就 完全 解决 了 Bouton 对 策 推 广 问题 ,特别 地 , 当 p 
=1,q= imaxiclya2…yan| 时 ,就 得 到 Bouton 对 策 问题 的 结论 。 
5.3 Wythoff 对 策 问题 

玛 . A. Wythoof 提出 了 一 种 双人 对 弈 ,后 来 被 人 们 称 为 
到 ythoff 对 策 问题 。 有 两 堆 筹码 ,数目 分 别 为 a,5。 局 中 两 人 轮 
流 从 中 移 取 筹码 ,要 求 : 

(1) 可 以 从 任意 一 堆 中 移 取 筹码 ; 

(2) 可 以 同时 从 两 堆 中 移 取 相同 数目 的 筹码 。 抢 到 最 后 一 次 
移 取 筹码 的 一 方 获胜 。 

引 理 5 设 z* 是 任意 一 个 正 无 埋 数 ,y= 1/z ,那么 两 个 序列 

1+x,2(1+x), ,nn(l+r); . 
1+y,2(1+y),",n(l+y)o 
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合 起 来 恰好 了 包含 了 每 对 相 邻 正 整数 构成 的 区 间 (m ,n+1)(2E 
Z ) 中 的 一 个 数 。 

证 明 ”在 由 1+x 的 倍数 所 组 成 的 序列 中 ,小 于 给 定 正 整数 
NN 的 项 数 共有 [NA(1+ 工 )] 项 。 类 似 地 ,在 由 1+y 的 倍数 折 组 成 
的 序列 中 ,位 于 1 与 N 之 间 的 项 的 个 数 是 LNA1+ y)]。 这 样 , 合 
起 来 序列 中 有 


[NAT+x)]+[N/AL+ »y)] 
项 在 1 与 N 之 间 。 
由 于 NA1+x) 和 NA(1+ yy) 不 是 整数 ,我 们 有 


N N， N 
1 
N N N 
和 rl 
两 个 不 等 式 相 加 ,并 注意 到 右边 
ll. 1 
Itz Try Irz*T,L 
x 
lr. 
TIT+z+T+z 
=1 
我 们 得 到 
N N 
N-2<[i [rs ]<N. 
N N 
由 于 [+ [|] 
是 一 个 整数 ,所 以 


[rea]t [rt] Nr 
从 而 ,序列 中 小 于 正 整数 N 的 项 的 总 数 是 N 一 1。 
类 似 地 ,小 于 N +1 的 项 的 总 数 为 N。 即 如 果 正 整数 N 增 大 
1, 序 列 中 的 另外 一 项 也 就 被 接纳 进来 ,这 意味 着 在 N 与 N+1 之 
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闻 恰 好 有 序 中 的 一 项 。 
如 果 把 引 理 5 中 序列 的 每 一 项 的 小 数 部 分 去 掉 , 那 么 每 一 项 
就 是 一 个 整数 ,并 且 每 个 正 整数 从 好 在 这 个 整数 序列 中 出 现 一 次 。 
推论 1 序列 [>(1+z)],[a(1+y)]j( 被 称 为 对 应 于 无 理 数 
工 的 Beatty 序列 ) 合 在 一 起 ,每 个 正 整 数 恰好 在 其 中 出 现 一 次 。 
到 .A.Wythoff 给 出 了 一 个 刻 划 所 有 获胜 数组 的 公式 : 
引 理 6 在 Wythoff 对 策 问题 中 ,获胜 数组 由 于 列 数 弓 给 出 : 
(0,0) 和 (as ,6,),(nEZ'), 其 中 1a,j 与 15,1 是 对 应 于 无 理 数 > 


一 ] 的 Beatty 序列 。 


Wythoff 对 策 问题 的 推广 ”对 于 数组 (a,b) ,局 中 揣 人 轮流 操 
作 , 每 次 操作 减少 数目 必须 是 下 列 两 种 情形 之 

(1) 将 两 个 分 量 之 一 减少 1 一 gq; 

(2) 将 两 个 分 量 同时 减少 相同 数目 1 一 gq。 
其 中 9 是 事先 给 定 的 正 整数 ,1<g 亿 maxia ,5|。 率 先 得 到 (0,0) 
的 一 方 获胜 . 

若 我 们 将 这 类 对 策 问题 记 为 数组 (a,b;q)。 定 义 满 足 条 件 (1) 
或 (2) 的 变换 为 了 变换 。 例 如 : 

(4,13;7) 变 为 (3,12;7) 

就 是 经 过 了 一 个 丁 变 换 ,处 理 同时 将 两 个 分 量 减少 了 1。 

用 代数 方法 表示 这 两 条 规则 ,就 是 将 (a,56;9) 变 成 下 列 三 种 
数组 之 一 : 

1 )(a-t,b;q); 

i }(a,b-t;q) 

而)(a-t,b-t;q) ,其 中 It<q。 

定理 7.6 在 对 策 问题 (a ,5;9) 中 ,获胜 数组 由 下 列 数 组 给 
出 : 
{i(g+1),;(q+1);g) 和 (as + i(g+1),6, +j(q+1);g) (*) 
其 中 所 g ,i,jE2 ,nE€27' ,1an1 和 |6,| 是 对 应 于 无 理 数 z= 
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一 二 全 二 六 的 Beatty 序列 。 

证 明 要 证 形 如 ( * ) 式 的 数组 集合 W 包含 全 体 获胜 数组 , 亦 
即 对 任意 - -个 了 变换 T ,将 除数 组 (0,0) 以 外 的 这 样 的 数组 不 在 
到 集合 中 ,而 对 于 不 在 W 中 的 数组 ,总 存在 一 个 工 变换 ,使 它 变 
成 集合 W 中 的 一 个 数组 。 

设 数组 (a ,5;g)€ W, 经 过 任意 一 个 荆 变换 了 之 后 ,只 能 是 
下 列 三 种 结果 之 一 : 

i)(a-t,b;q); 

ii)(a,b- t;q) 

并 )(a- tb-tg), 其 中 1<esq 
形 如 i ) 和 ji ) 数 组 不 可 能 在 集合 W 中 。 因 为 

车 a=i(g+1),b=j(g+1), 


则 


at=iq+l) -tt 其 中 1 和 sao 
显然 
a-tzil(g+1) (EZ )。 
即 此 时 , (a -+,6;9)@W。 
若 a=antilq+1),b=b,+j(g+1), 
则 
a~t=an-t+i(g+1), 当 a 之 时 ， 
a-t=art (gt+1-t)+(i-D(gq+1), 当 a,<t 时 。 
由 于 每 个 正 整数 都 恰好 在 Beatty 序列 中 出 现 一 次 , 则 
(an —t,b,) 和 (as + (g +1 1),b,) 
不 在 Beatty 序列 中 。 即 在 这 种 情形 下 , (a ~t,6;q)&@ W。 
所 以 ,如 果 (a ,5;9)€W, 那 么 (a 一 t,b;9)@W。 
对 于 情形 (ii ) 同 理 可 证 。 
下 证 形 如 ( 六) 的 数组 也 不 在 W 中 。 因 为 
车 a=i(g+ 了 D),b=j(g+1),i,j>1 
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则 
a- 1=g+1-t+(i -1)(g9+t), 
b- t= g+1-t+(j-1)(q+1), 其 中 1&1 才 gq。 
此 时 ,(a 1,5 一 ti9)C We 
车 a=antilg+1) ,b= b+j(qg+1), 
a-1=an-t+i(qgt+1), 当 ar 关 1t 时 ,或 a-1=(as+g+1-t) 
+(i-1)(g+1), 当 as<t 时 。 5 -t=64-t+j(q+1), 当 6 这 
于 时 ,或 gti 一 了)+( 一 1)(g+1), 当 <t 时 。 


根据 对 应 于 无 理 数 + = 一 二 的 Beatty 序列 的 性 质 ,4 ~ 
oba ta thtqtl-), artqtl-t,6—t)A(a,+ 
gt1-t4,b,+g+1-1) 都 不 在 W 中 , 即 这 时 (a - 1,b… 1;g) 
W, 

所 以 ,如 果 (a,5;9)€ W ,那么 (a 一 1,5- 29) 区 W。 

其 次 ,假定 (a ,5;q)&@ W, 我 们 来 证 明 可 以 确定 一 个 Ts 
扫 d) ,使 得 至 少 下 列 三 个 数组 之 一 在 W 中 : 

D(a-tbsq); (lab-tq); ii(a-bb-tig)。 

车 a=b<gqg+1 时 , 取 t=a=5。 即 有 (a 一 1,6 一 1;9)=(0， 
Dig)E W. 

著 a=b>q+1 时 , 取 a=1(qg+1)+1,0<i<g+1,€E2'。 
即 1=a~1(g+, 则 

(a-tb-tig)=(i(g+1),i(g+1);q)E W, 

车 a< 时 ,要 么 a=i(g+1)+1,b=j(g+1)+1,i,jE€ 
Zi i<j,0<t<gqt+l, 取 1=a-i(g+1), 则 有 (a 一 1,6-t;9) 
EW, 

要 么 a=zrti(gt+1),b=y+j(g+1), 

车 zz,y<qt1,x,y 中 内 能 有 一 个 为 0, 不 妨 设 x =0,y 考 0， 
即 a=i(g+1),65=y+j{g+1), 只 需 取 t=y 妈 可 。 


着 0<xy<q+1,(z,y) 不 在 对 应 于 无 理 数 z= 一 1 的 
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Beatty 序列 中 ,不妨 设 x <y。 


由 于 每 个 正 束 数 只 能 在 对 应 于 无 更 数 < 一 汪汪 的 Beatty 


序列 中 出 现 一 次 ,那么 x ,y 只 能 是 以 下 两 种 情形 之 一 : 
(1) x= ai; (2) r= Vo 
即 x 只 能 是 下 列 获胜 数组 中 的 一 个 数 : 
(1) (7 55g)= (4b;9) (2) (a rig)=(an ,bq)e 
对 于 (1): 著 6:<y, 取 1=y--6;, 得 (x ,56-1;9)(ai,bisq) 
EW, 
所 以 ,(a,6~t;gq)€E W. 
若 y< ,由 工 <《yC 玉 ,得 0<y-z< 和 -zz=], 又 可 以 计算 
8z=y-z, 取 


ft =z-an 
=7—(6b,—n) 
=x- bt(y™ x) 
二 3 一 加 


这 里 +>0, 因 为 1>n。 这样,(x 一 ty-t;9)= (u,by39)€EW. 
则 aib-lg)E We 

对 于 (2): 因 为 a <b ,得 6,<y。 义 由 假设 ,= zx<y, 取 
ty dn 
这 里 ,i>0, 因 为 y>z>aw。 这 样 ,(x ,yy 一 tg9)= (ban;q) 世 
W,B(a,b- tg)E Wo。 

综 上 所 述 , 形 如 ( * ) 的 集合 W 包含 了 全 部 获胜 数组 。 
5.4 应 用 举例 

这 类 Nim 对 策 问题 的 变 式 之 一 是 规定 把 筹码 取 完 的 局 中 
方 为 失败 者 : 

定理 7.7 在 Bouton 对 策 问题 的 条 件 下 ,如 果 规 定局 中 两 人 
把 筹码 取 完 的 一 方 失败 ,那么 获胜 数组 由 除 (1,1,0,…,0),(1,1，. 
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1 10 0)， (1,11 11) 以 外 的 偶数 组 和 数组 (1,0， 
i 
,0), (1,1,1,0,.,0),., (1,1, 二 ,1) 组 成 。 


证 阴 对 于 除 (1,1,0， 0 人 (1111 00)，~ 
LT 1 和 册 外 的 偶数 组 ,根据 引 理 1 经过 任意 一 


[人 
变换 以 后 ,一 定 变 成 非 偶数 组 ;而 (1,0,…,0),(1,1,1,0,…,0)， 
… (1,1,1,…,1) 经 过 任意 一 次 了 变换 以 后 ,一 定 变 为 (0,0,… 


衣 数 个 1 
0 ,1.10.5,0), 1,1,1,1,0,.…,0) ,7, (1,1,1,1,…,1,1) 中 


但 个 1 
的 之 一 , 即 包 含 在 获胜 数组 集合 中 的 数组 经 过 任意 一 次 工 变换 以 
后 ,一 定 不 在 获胜 数组 集合 之 中 。 
而 对 于 不 在 获胜 数组 集合 中 的 数组 : 除 (1,0,…,0),(1,1,1， 
0，…0) (0111…1) 以 外 的 非 偶数 组 和 {1,1,0,…,0),(1， 
1 


在 数 个 1 


1,1,1,0,…,0),…, (1,1,1,1,…,1,1)。 对 于 前 者 ,根据 引 理 2， 


偶 败 个 1 
一 定 存在 某 个 工 变换 ,使 其 变 为 偶数 组 ;对 后 者 ,经 过 一 个 变换 
之 后 只 能 变 为 (1,0,…,0), (1,1,1,0,…,0),…,(1,1,1,…,1) 中 


襄 赚 个 1 
之 一 。 即 不 在 获胜 数组 集合 中 的 数组 总 能 通过 某 个 变换 成 获 
胜 数组 。 
所 以 ,定理 中 的 获胜 数组 集合 包含 了 全 部 获胜 数组 。 
推论 2 在 Bouton 对 策 问题 推广 1 的 条 件 和 符号 下 ,如 果 我 
们 规定 局 中 岗 人 把 筹码 取 完 的 一 方 为 失败 者 ,那么 ,获胜 数组 由 除 
了 (11;00), 0111 10 0) (11,1, 1 11) 以 外 


偶数 个 1 
的 偶数 组 (a1,a 2… i,… ,4a m1,9); 其 中 ,qj 二 a ‘i(modg +1) 
=1,2,…,n,0Sai 筷 9, 和 n 元 数组 (1,0,…,0),(1,1,1,0,… 
0),…,(1,1,1,…,1) 构 成 。 


奇数 个 1 
推论 3 在 Bouton 对 策 问题 推广 2 的 条 件 和 符号 下 ,如果 我 
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们 规定 局 中 两 人 把 筹码 取 完 的 一 方 为 失败 者 ,那么 ,获胜 数组 由 除 

了 (1,1.0,:0)， 011 110 0) 人 111 111) 以 外 
偶数 个 1 

的 俩 数组 (4 9 2 0 i， 0 m1), 其中 ,0a smodp t 

gq)i=1,2, ,1, 0 三 9 和 n 元 数组 (1,0,…,0),(1， 

1,1,0,°°° 《1,1,1,…,1) 构 成 。 


二 


定理 7.8 在 Wythoff 对 策 问题 的 条 件 王 ,如 果 规 定 把 筹码 
取 完 的 局 中 一 方 失败 ,那么 获胜 数组 由 (0,1),(2,2) 和 (a ,Ba)(n 


EZ+ ,n>2) 构 成 ,其 中 |2,1 与 15, | 是 对 应 于 无 理 数 z= 二 二 站 
的 Beatty 序列 。 
证 明 “数组 (0,1) 对 于 留 下 (0,1) 的 局 中 一 方 显然 是 获胜 数 
组 。 对 (2,2), 在 取 过 一 次 之 后 ,只 能 是 以 下 三 种 情形 之 一 ; 
01.2) ,0,2) ,01,1) 
这 样 , 得 到 (2,2) 的 --- 方 都 能 得 到 (0,1), 从 而 获胜 。 
对 于 (ab),(aEZr+ ,ns2), 其 中 jan| 与 1 是 对 应 于 无 


理 数 = 一 坟 "的 Beatty 序列 , 仿 定 理 4 易 证 。 


推论 4 在 Wythoff 对 策 问题 推广 (a ,23;9) 的 条 件 下 ,如果 规定 
把 筹码 取 完 的 局 中 一 方 为 失败 者 ,那么 获胜 数组 由 以 下 数组 构成 : 
il(gtl),1+j(qg+1);9),(2+i(qg+1),2+j(9+1);9) 和 (a, 
+i(g+1),5r+j(g+1)i9), 其 中 i,j€2 rnEZ ,naD2。 

这 类 Nim 对 策 问题 的 男 一 种 变 式 是 在 平面 图 中 移动 格 点 : 

例 1 在 3x25 的 方 格 图 中 放 三 颗 石 子 a,5b,c( 如 图 1 所 
示 ) ,两 人 轮流 将 石子 向 右 移动 ,每 次 只 能 移动 其 中 -- 颗 石子 1 至 
5 格 ,最 后 无 格 可 走 者 失败 ,如果 A 先 移 B 启 移 , 谁 获胜 ? 


T 


a 了 I T 


下 


恩 1 
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解 这 是 Bouton 对 策 问 题 推广 1 的 一 个 变 式 问题 :将 (3,2， 

6) 变 为 (25,25,25)。 由 于 
25==7(mod5 + 1) 

根据 定理 1, 在 (7,7,7;5) 中 有 获胜 策略 的 局 中 一 方 获胜 。 把 (3， 
2,6) 安 成 (7,7,7), 即 Bouton 对 策 问题 (4,5,1), 而 (4,5,1) 是 偶数 
组 ,所 以 先 移 考 A 失败 ,后 移 者 B 获胜 . 

例 2 在 mxn 的 网 格 图 中 左下 角 放 -- 颗 石子 ,甲乙 两 人 轮 
流 移 石子 ,每 次 可 以 向 上 .向 右 或 向 右上 对 角 线 方向 移动 任意 多 
格 , 先 移 到 右上 角 的 局 中 一 方 获胜 , 问 获胜 策略 如 何 ? 


ne 2 


[| 


-十 .上 
上 


Ll | Lm 
图 2 
解 ”这 个 问题 实际 上 是 Wythoff 对 策 问题 的 一 种 变 式 。 只 需 
占 到 由 引 理 6 得 到 的 获胜 数组 所 构成 的 方 格 即 可 。 如 图 2 所 示 
(1,2),《3,5),《4,7),…, 对 称 地 ,(2,1),(5,3),(7,4),… 

在 中 外 各 级 各 类 数学 竞赛 中 ,也 广泛 存在 着 与 这 类 Nim 对 策 
有 关 的 试题 : . 

例 3 一 堆 牙 签 有 1000 根 ,两 人 轮流 从 中 任 取 ,每 次 取 的 根 
数 不 得 超过 7, 取 得 最 后 牙签 者 为 败 , 问 先 取 者 第 一 次 应 取 几 根 ， 
才能 保证 得 胜 ? 《纽约 数学 竞赛 ) 

解 ” 由 推论 2, 获胜 数组 由 4 三 1{mod7+1) 所 确定 的 数 a 组 
成 。 而 1000=124x(7+1)+t+7? 

所 以 先 反 者 第 一 次 取 7 根 牙 签 ,就 得 到 
993 三 1(mod7+ 1) 


216 


从 而 保 让 胜利 。 

例 4 有 分 别 装 球 1,65,117 的 三 个 盒 ,两 人 轮流 在 任 一 盒 中 
任意 取 球 ,规定 取得 最 后 球 者 为 胜 , 问 先 取 者 如 何 才能 获胜 ?( 基 
辅 九 年 级 数学 竞赛 ) 

解 这 就 是 Bouton 对 策 问题 ,由 于 (1,65,117) 对 应 于 

1 1 
65 1000001 


1110101 
117 2110103 


是 非 偶数 组 ,根据 引 理 2 证 明 中 的 方法 ,只 需 就 它 变 成 偶数 组 (1， 
65,64) 即 可 , 即 在 第 三 盒 中 取 53 个 球 就 能 获胜 。 

例 5 如 图 所 示 8x8 的 方 格 盘 中 ,右上 角 有 一 颗 棋 子 , 币 . 乙 
两 人 玩 走 棋 游 戏 ,二 人 轮 副 走 这 颗 棋 子 。 规 定 :每 人 每 次 走 一 步 。 
一 步 的 含义 是 向 下 、 向 左 或 向 左下 方 走 另 一 格 内 ,例如 第 一 人 可 将 
棋子 走 入 A.B 或 C 格 内 ,游戏 规定 :把 棋子 走 到 左下 角 的 人 是 胜 
者 。 问 : 先 走 的 人 有 无 必 胜 的 策略 ? 如 果盘 改 成 9x9 之 后 ,情况 
又 如 何 ? 

解 ” 这 个 问题 就 是 Wythoff 对 策 问题 的 推广 中 g =1 的 情形 。 
根据 定理 4, 获胜 数组 由 (2i,2;),i,jE 2 构成 。 如 图 3 将 这 些 
格 点 岳 成 阴影 ,由 于 棋子 放 在 右上 角 非 阴影 格 中 ,所 以 先 走 者 有 必 

了 A O 
C 


No 
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胜 策略 ,他 只 需 每 次 保证 移 棋子 到 阴影 格 中 即 可 。 
显然 换 成 9x9 的 方 格 盘 后 ,结论 相反 。 

推广 对 于 mxn 方 格 胡 ,m,n 中 至 少 一 个 为 偶数 时 ,先行 者 
有 必 胜 策略 ,mn 均 为 奇数 时 , 先 直 者 失败 。 

例 6 全 体 正 整 数 的 集合 可 以 分 成 互 不 相交 的 正 整 数 子 集 ! f 
(WV Tel als 
起 中 

B(D< gl2) < gn) < 
且 有 gCn)=f(f(a))+1 (n>0) 
求 /(2n).( 第 20 届 国 际 奥林匹克 数学 竞赛 试题 ) 

解 由 引 理 5, 推 论 6,1f(n),ig(n)| 是 对 应 于 正 无 理 数 x 
的 Beatty 序列 , 且 g(1)= 了 (Ff(1))+1, 因 此 ,f(1)=1,g(1)=2。 

设 f(n) = 名 ,注意 到 数列 {(1),f(2),…, (8)| ,fg(1)},g 
(2),…,g(n)| 包 含 从 1 到 g(n) 的 正 整数 ,因为 g(n)= (f(x)) 
+1= f() +1, 计 算 这 两 数列 中 项 的 数目 ,得 g(n)=k+tn=f 
(x)+n, 则 Ln(l+y)]=[na(l +t x)]+n,Wm(l+y)=1+z+1, 


又 由 = 1z, 得 za+z-1=0, 取 正 根 ,z= 二 5。 
从 而 ,fF(2n)=[2n(l+zx)]=[(1+Y5)n], 
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